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Zad. 1.

Dla każdego z naste‘puja‘cych zagadnienień podano jego rozwia‘zanie dokÃladne:

1.





ut = uxx

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0,

u(x, 0) = sin π
l x + 2 sin 2π

l x + sin 3π
l x

rozwia‘zanie dokÃladne ud(x, t) = e−
π2

l2
t sin π

l x + 2e−
4π2

l2
t sin 2π

l x + e−
9π2

l2
t sin 3π

l x.

2.





ut = uxx

u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0,

u(x, 0) = sin π
2lx + 2 sin 3π

2l x + sin 5π
2l x

rozwia‘zanie dokÃladne ud(x, t) = e−
π2

4l2
t sin π

2lx + 2e−
9π2

4l2
t sin 3π

2l x + e−
25π2

4l2
t sin 5π

2l x

3.





ut = uxx

ux(0, t) = 0, u(l, t) = 0,

u(x, 0) = cos π
2lx + 2 cos 3π

2l x + cos 5π
2l x

rozwia‘zanie dokÃladne ud(x, t) = e−
π2

4l2
t cos π

2lx + 2e−
9π2

4l2
t cos 3π

2l x + e−
25π2

4l2
t cos 5π

2l x

4.





ut = uxx

ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0,

u(x, 0) = 1 + cos π
l x + 2 cos 2π

l x + cos 3π
l x

rozwia‘zanie dokÃladne ud(x, t) = 1 + e−
π2

l2
t cos π

l x + 2e−
4π2

l2
t cos 2π

l x + e−
9π2

l2
t cos 3π

l x
Za pomoca‘ metody Fouriera znaleźć ich rozwia‘zania przybliżone

un(x, t) =
n∑

k=1

akTk(t)Xk(x),

gdzie Tk(t)Xk(x) sa‘ rozwia‘zaniami o zmiennych rozdzielonych odpowiedniego zagadnienia pomocniczego.
Obliczenia wykonać przyjmuja‘c l = π i dla kilku wartości n. CaÃlki

l∫

0

u(x, 0)Xk(x)dx, k = 1, 2, . . .

potrzebne do wyznaczenia wspóÃlczynników ak obliczyć stosuja‘c jeden ze wzorów przybliżonego caÃlkowania,
np. wzór Simpsona (trapezów). Porównać rozwia‘zanie dokÃladne z rozwia‘zaniem przybliżonym na siatce
punktów (xi, tj), otrzymanej za pomoca‘ równomiernych podziaÃlow odcinków zmiennej x i t

0 = x0 < x1 < · · · < xm = l, 0 = t0 < t1 < · · · < tm = Tkon

Jako bÃla‘d przyja‘́c e = max |ud(xi, tj)− up(xi, tj)|

Obliczenia wykonać dla kilku wartości m przyjmuja‘c Tkon = 1.

Zad. 2. Zagadnienie

ut = uxx, x ∈ (0, 1), t ∈ [0, 1]
u(x, 0) = sin(πx), x ∈ [0, 1], u(0, t) = 0 = u(1, t), t ∈ [0, 1]



ma rozwia‘zanie dokÃladne ud(x, t) = e−π2t sin(πx) (sprawdzić!). Znaleźć metoda‘ niejawna‘ prostych Eu-
lera rozwia‘zanie przybliżone up(xi, tj) tego zagadnienia określonego na siatce punktów otrzymanych przez
dyskretyzacje‘ zmiennej x z krokiem h = 0.1 i zmiennej t z krokiem k = r · h2, przyjmuja‘c r = 1. Znaleźć
bÃla‘d aproksymacji e(h, r) = max |up(xi, tj)− ud(xi, tj)|. Sporza‘dzić wykres rozwia‘zania dokÃladnego ud(x, t)
i rozwia‘zania przybliżonego up(xi, tj). Ćwiczenie powtórzyć dla różnych wartości kroku dyskretyzacji h, np.
h = 0.05, 0, 025, 0.01 . . . i r = 1, 0.8, 0.4, 0.2, zwracaja‘c uwage‘ na wielkość bÃle‘du aproksymacji e(h, r).
Wyznaczyć rza‘d metody.

Zad. 3. Zagadnienie

ut = uxx + e−t(−x2 + x− 2), x ∈ (0, 1), t ∈ [0, 1]
u(x, 0) = x(x− 1), x ∈ [0, 1], u(0, t) = 0 = u(1, t), t ∈ [0, 1]

ma rozwia‘zanie dokÃladne ud(x, t) = e−tx(x − 1) (sprawdzić!). Znaleźć metoda‘ jawna‘ prostych Eulera
rozwia‘zanie przybliżone up(xi, tj) tego zagadnienia określonego na siatce punktów otrzymanych przez dyskrety-
zacje‘ zmiennej x z krokiem h = 0.1 i zmiennej t z krokiem k = r · h2, przyjmuja‘c r = 0.5. Znaleźć bÃla‘daproksymacji e(h, r) = max |up(xi, tj) − ud(xi, tj)|. Sporza‘dzić wykres rozwia‘zania dokÃladnego ud(x, t) i
rozwia‘zania przybliżonego up(xi, tj). Ćwiczenie powtórzyć dla różnych wartości kroku dyskretyzacji h, np.
h = 0.05, 0, 025, 0.01 . . . i r = 1, 0.8, 0.4, 0.2, zwracaja‘c uwage‘ na wielkość bÃle‘du aproksymacji e(h, r).
Wyznaczyć rza‘d metody.

Zad. 4. Zagadnienie

ut = uxx + πx cos(πt), x ∈ (0, 1), t ∈ [0, 1]
u(x, 0) = sin(πx), x ∈ [0, 1], u(0, t) = 0, u(1, t) = sin(πt), t ∈ [0, 1]

ma rozwia‘zanie dokÃladne ud(x, t) = e−π2t sin(πx)+x sin(πt) (sprawdzić!). Znaleźć metoda‘Crancka-Nicholsona
rozwia‘zanie przybliżone up(xi, tj) tego zagadnienia określonego na siatce punktów otrzymanych przez dyskrety-
zacje‘ zmiennej x z krokiem h = 0.1 i zmiennej t z krokiem k = r · h2, przyjmuja‘c r = 0.5. Znaleźć bÃla‘daproksymacji e(h, r) = max |up(xi, tj) − ud(xi, tj)|. Sporza‘dzić wykres rozwia‘zania dokÃladnego ud(x, t) i
rozwia‘zania przybliżonego up(xi, tj). Ćwiczenie powtórzyć dla różnych wartości kroku dyskretyzacji h, np.
h = 0.05, 0, 025, 0.01 . . . i r = 1, 0.8, 0.4, 0.2, zwracaja‘c uwage‘ na wielkość bÃle‘du aproksymacji e(h, r).
Wyznaczyć rza‘d metody.


