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Zadanie 5

W zadaniu tym nalezy zbada¢ jako$¢ generatora liniowego opartego na formule Xp; = (aX, +
c)mod M przy roznych parametrach a, ¢ oraz m.

Generator mieszany (czyli generator liniowy o c¢#0) osiaga pelny okres m jezeli parametry
te spetniaja nastgpujace warunki:

(1) liczby ¢ i m nie maja wspdlnych dzielnikow;

(2) a= 1mod p, dla kazdego czynnika pierwszego liczby m;

(3) a=1mod 4, jesli 4 jest dzielnikiem liczby m.

Dla danego m jest to wigc generator o najdluzszym mozliwym okresie, poniewaz istnieje
doktadnie tyle reszt z dzielenia przez m.

Przetestuje ten generator dla danych spetniajacych powyzsze zalozenia, a takze sprawdze,
co si¢ stanie, gdy zostana one oslabione. Bedg si¢ przy tym postugiwat prostym skryptem
MATLABa, ktory najpierw generuje liczby z przedzialu [0; m] za pomoca podanej powyzej
formuty, a nastepnie tworzy z nich punkty postaci (X1, X2), (X2, X3), ..., (Xn-1, Xpn) 1 nanosi je na
wykres. Dla wigkszej elegancji, skrypt przeskalowuje wygenerowane liczby tak, aby miescity
si¢ w przedziale [0; 1]. Dzigki temu skala na kazdym z wykresoOw begdzie taka sama. Ocena
generatora bedzie polegata na wzrokowej analizie wykresu — o dobrych wilasnosciach
generatora bedzie §wiadczylo geste i rownomierne roztozenie punktéw (brak skupisk oraz
,biatych plam”) oraz brak regularnych ksztattow utworzonych przez naniesione punkty).

1)a=69069,c=1,m=2% x,=1,n= 10000
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Rys. 1. Wykres zbioru punktow dla generatora zaproponowanego przez G. Marsaglie w 1972 1.



2)a= 1103515245, c = 12345, m = 2!, xo = 23, n = 10000
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Rys. 2. Wykres zbioru punktow dla generatora stosowanego w jezyku ANSI C.

Gdy parametry spetniaja zadane zatozenia, to przy odpowiednio licznej probie widaé, iz
otrzymany wykres pozbawiony jest regularnych ksztattow, a punkty rozmieszczone sa bardzo
gesto 1 nie pozostawiaja wigkszych pustych obszarow, nie wida¢ tez wyraznych skupisk.
Mozna wige stwierdzi¢, ze generatory te dobrze spetniaja kryteria akceptacji generatora liczb
pseudolosowych.



Teraz wykonam test dla parametrow, ktore nie spetniaja wszystkich zatozen:
3)a=100,c=1,m=2%% xo=1,n= 10000
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Rys. 3. Wykres zbioru punktow dla generatora nie spetniajacego warunkéw (2) i (3).

a

Jest to przypadek podobny do pkt 1., ale tym razem zmodyfikowalem parametr a, tak by
nie zachodzil warunek (2) i (3). W istocie: 100-1 = 99. Liczba 99 nie jest podzielne ani przez
4, ani przez 2 (jedyny czynnik pierwszy liczby 2°%). Tlo$¢ punktow widocznych na wykresie
znacznie zmalata, cho¢ ilo$¢ generowanych liczb nie zmienita si¢. Wobec tego punkty te
pokrywaja sig, a co za tym idzie okres generatora jest maty. Ponadto, w przypadku gdy a jest
liczba parzysta, ciag generowanych liczb jest od pewnego miejsca staty. Jezeli za§ dodatkowo
przyjmiemy jeszcze C = 0 — naruszajac warunek (1) — dla danego X, bedzie generowana
wylacznie jedna liczba. Dlatego generator oparty na takich parametrach jest bardzo staby.



Teraz pokazg, iz nawet jezeli spetnione sa wszystkie 3 warunki, nie zawsze otrzymany
generator bedzie akceptowalny.
4)a=9,c=1,m=2" xo= 1, n= 10000
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Rys. 4. Wykres zbioru punktéw dla generatora stabego pomimo spetniania wszystkich 3 warunkow.
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5)a=11,c=1,m=2 xo= 1, n= 10000
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Rys. 5. Wykres zbioru punktéw dla generatora stabego pomimo spelniania wszystkich 3 warunkéw.

a

Tym razem punkty wprawdzie nie pokrywaja si¢ — poniewaz spetnione zostaty 3 warunki
1 okres generatora jest maksymalny — ale skupiaja si¢ one bardzo ggsto, tworzac proste,
ktorych liczba odpowiada wartosci parametru a. Stad wniosek, iz parametr ten w dobrym
generatorze musi by¢ odpowiednio duzy — inaczej liczb przez niego generowanych nie mozna
uznac¢ za losowe.



6) a= 1103515245, ¢ = 12345, m = 2"", xo = 23, n = 10000
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Rys. 6. Wykres zbioru punktoéw dla generatora o zbyt matlym cho¢ maksymalnym okresie.

maksymalny mozliwy okres generatora nie umozliwl nam otrzymania losowych liczb. Na
rysunku punkty, z powodu matego okresu, pokrywaja si¢ oraz tworza regularne ksztalty.

Warto takze dodaé, iz parametr m czesto jest postaci 2°, gdzie e jest pewna liczba
naturalng. Dzigki temu w implementacji algorytmu niezwykle ,,niewygodna” dla komputera
i przez to powolna operacj¢ dzielenia mozna zastapi¢ szybkim przesunigciem bitowym.
Pozwoli to zwigkszy¢ predkos¢ dzialania generatora. Dzielenia mozna takze uniknaé przy
zastosowaniu parametru m postaci 2°+1.

Zadanie 11

Zadanie to polega na analizie trajektorii symetrycznego btadzenia losowego. Zmienna losowa
bedzie tu pozycja koncowa trajektorii tego procesu stochastycznego. Za pomoca skryptu
MATLABa generuj¢ pewna ilo$¢ trajektorii i przedstawiam je na wykresie. Na jego
podstawie mogg dokona¢ wstgpnej analizy rozktadu pozycji koncowej trajektorii. Nastgpnie
buduj¢ unormowany histogram pozycji koncowych, ktérego ksztalt bedzie zblizony do
funkcji gestosci rozkladu analizowanej zmiennej losowej. Na konicu obliczam parametry
zaobserwowanego rozktadu.

Na potrzeby zadania zdefiniuj¢ symetryczne btadzenie losowe, jako ruch punktu
materialnego na prostej, taki ze:

rozpoczyna si¢ w punkcie 0,

w jednostce czasu punkt materialny pokonuje odlegtos¢ 1 wzdhuz osi Y (w goreg lub w
dot),

w kazdej jednostce czasu prawdopodobienstwo poruszenia si¢ w dot jest réwne
prawdopodobienstwu poruszenia si¢ w gore.



Ruch punktu materialnego w kazdej jednostce czasu jest wigc opisany zmienng losowa o
symetrycznym rozktadzie dwupunktowym, przyjmujaca wartosci 1 lub —1.

Oczywiscie w symulacji przyjmuj¢ dyskretny model czasu.

Na podstawie powyzszych zatozen moge wygenerowaé dowolng ilo$¢ trajektorii takiego
ruchu. Jak wida¢ na rys. 7, moga si¢ one ksztaltowac¢ bardzo roznie:
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Rys. 7. Dwie trajektorie dla T = 2000.

Jednakze, gdy znacznie zwigkszg¢ liczbg trajektorii, obserwujg ciekawe zjawisko — nie
rozchodza si¢ one beztadnie na wykresie, lecz sa rozmieszczone bardzo ggsto 1 symetrycznie
wzgledem punktu startowego. Pozycje koncowe nie sa tez zbytnio oddalone od pozycji
poczatkowej. Na rys. 8 przedstawitem 2000 trajektorii o dlugosci 200. Teoretycznie pozycja
koncowa kazdej z nich moze by¢ liczba z przedzialu [-200, 200]. W rzeczywistosci jednak
zdecydowana wigkszo$¢ pozycji koncowych zawiera si¢ w przedziale [-30, 30] (a wigc
w jedynie 20% przedzialu teoretycznego), a zadna z tych pozycji nie przekracza
(z doktadnoscia do znaku) 60.

Po zwigkszeniu dlugosci do 1000, wigkszo$¢ obserwacji znajduje si¢ w przedziale
[-100; 100], co stanowi 10% teoretycznego przedziatu [-1000; 1000]. 5-krotne zwigkszenie
dlugosci trajektorii, spowodowato niewiele ponad 3-krotny wzrost rozpigtosci przedziatu
zawierajacego wigkszo$¢ pozycji koncowych (rys. 9). Wypetnienie przedzialu teoretycznego
spadto o 10%. Rozproszenie potozen koncowych nastgpuje wigc bardzo wolno wraz ze
wzrostem dtugosci trajektorii.
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Rys. 8. Dwa tysiace trajektorii o T = 200.
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Rys. 9. Dwa tysiace trajektorii o T = 1000.



Sprobuje teraz oceni¢ rozktad pozycji koncowej trajektorii, korzystajac z unormowanego
histogramu.
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Rys. 10. Unormowane histogramy rozktadu pozycji koncowej trajektorii symetrycznego btadzenia losowego.

Wraz ze wzrostem liczby generowanych trajektorii unormowany histogram rozktadu
pozycji koncowej trajektorii coraz bardziej przypomina wykres funkcji ggstosci rozktadu
normalnego. Jest to zgodne ze wczes$niejszymi obserwacjami wykresOw trajektorii — to
wlasnie w rozkladzie normalnym obserwacje skupiaja si¢ wokot wartosci sredniej (w naszym
przypadku: punktu poczatkowego), a ich zdecydowana wigkszo$¢ miesci si¢ w pewnym
przedziale (3-sigmowym). W symulacji tej mozna dostrzec funkcjonowanie centralnego
twierdzenia granicznego Lindberga-Lévy’ego — zmienna losowa, jaka jest pozycja koncowa
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trajektorii analizowanego bladzenia losowego, jest suma pewnej liczby zmiennych losowych
o jednakowym rozktadzie. Moge wigc zapisac:

Z1=X1t+tXo+ ...+ Xt

Poniewaz kazdy ze skladnikéw jest zmienna losowa o rozkladzie dwupunktowym,
o rownych prawdopodobienstwach 1 zbiorze wartosci {—1, 1}, a zmienne te sa wzajemnie
niezalezne, mogg obliczy¢:

E(X)=0,5*1+0,5*(-1)=0,dlai=1,2,...,T,
Var(X))=0,5* 17+ 0,5 *(-1)* - 0*=1,dlai=1,2, .., T.
Nastepnie, korzystajac z wlasno$ci wartosci oczekiwanej i wariancji, otrzymuje:
E(Z)=T*0=0,
Var(Z7)=T*1=T.
Stad, na mocy CTG:
Z,~N(0, T).

Obliczenia wykonane z zastosowaniem CTG potwierdzaja wigc wnioski wyciagnigte

z obserwacji wykresow 1 histogramow.
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