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Zadanie 3

W zadaniu tym konstruuj¢ proste narz¢dzie zarzadzania ryzykiem dla instytucji finansowe;.
Chce wiedzied, ile kapitalu powinna ona zgromadzi¢ na poczatku dnia, aby w ciagu 24h stan
konta nie spadl ponizej zera.

Symulacjg przeprowadzg dla dwoch réznych modeli. W pierwszym odstgpy czasu pomig-
dzy kolejnymi momentami wptat/wyptat beda okreslone zmienng losowa o rozkltadzie wyk-
tadniczym ze statym parametrem A, w drugim parametr ten ma rozktad gamma o zadanych
parametrach a > 0 1 b > 0. Kwota przeptywu w kazdym z momentéw bgda okreslone za po-
moca zmiennej losowej o rozktadzie normalnym ze znanymi parametrami x4 i o. Nast¢pnie
przeanalizuj¢ st an konta na koniec dnia zaleznie od r6znej warto$ci parametrow zastosowa-
nych rozktadow.

Sytuacja ogolna:

W modelowanej instytucji finansowej wystgpuja wpltywy oraz wyptywy $rodkéw pie-
ni¢gznych. Jezeli wplywy oznaczymy strzatkami znajdujacymi si¢ powyzej linii bazowej
oznaczajacej zero (o grotach skierowanych w gorg), wyplywy strzatkami znajdujacymi sig
ponizej tej linii (o grotach skierowanych w dot), zas kwota operacji zostanie odzwierciedlona
w dlugosci strzalki, to przyktadowe przeptywy mozna przedstawi¢ na nastgpujacym wykresie:
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Rys. 1. Przykltadowy rozktad czasowy wptywow i wyptywow srodkow pienigznych w ciagu 1 doby.




Za pomoca wykresu schodkowego mozna przedstawi¢ biezacy stan konta instytucji
finansowe;j:
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Rys. 2. Przyktadowe zmiany stanu konta instytucji finansowej w ciagu doby.

Stan konta w analizowanym okresie czasu moze ksztaltowac si¢ bardzo roéznie. Wariant,
w ktorym kazdy wyplyw $rodkéw pienigznych znajdzie pokrycie we wczesniejszych wply-
wach (rys. 2a) jest tylko jedna z mozliwosci (w dodatku bardzo optymistyczna). W sytuacjach
kryzysowych (np. gwattownego spadku zaufania do instytucji finansowej) lub okresach
wzmozonych zakupoéw (w przypadku banku) badz tez wystapienia katastrofy na duza skale
(ubezpieczyciele) wysoko$¢ srodkdéw pienigznych takiej instytucji moze gwattownie si¢
zmniejszy¢ (rys. 2b). Jezeli przekroczona zostanie cienka czerwona linia, oznaczajaca na wy-
kresach brak srodkéw na koncie, bank lub zaktad ubezpieczen moga znalez¢ si¢ w powaznych
ktopotach, badz nawet zbankrutowa¢. W moim modelu przyjmuj¢ zalozenie, iz kazde prze-
kroczenie linii zero od gory (spadek stanu konta ponizej zera) oznacza bankructwo. Dlatego
nawet sytuacja taka, jak na rys. 2c bedzie oceniana negatywnie. Rozwiazaniem dla analizo-
wanej instytucji bedzie oszacowanie kapitatu, ktory powinna posiada¢ na poczatku okresu, by
jej srodki pienigzne nie ulegly wyczerpaniu nawet przy duzej przewadze wyplat (rys. 2d).

Model |

Odstepy pomiedzy momentami wplat/wyptat sa okreslone zmienna losowa ¢ o rozkladzie
wyktadniczym ze statym parametrem A. Jako analizowany okres przyjmuj¢ 7 = 24 (mozna to
interpretowac jako 24h) i 4 = 0,1, co gwarantuje duza ilos¢ przeptywéw w okresie T (rys. 3.
oraz rys. 4.). Kwota kazdego z przeptywow jest okreslona zmienna losowa X; o rozktadzie
normalnym. Jako jego parametry przyjmuj¢ x4 = 0 oraz ¢ = 1. Wykonuj¢ symulacje dla
N = 1000 dni. Na podstawie uzyskanych wynikow obliczam $redni stan konta na koniec dnia,
przecigtna wysokos$¢ najnizszego stanu konta w ciagu dnia, odchylenie standardowe stanu



konta na koniec dnia, najnizszy stan konta spos$rod wszystkich dni oraz ilo§¢ dni, w ktérych
stan konta w ciagu dnia spadt ponizej zera (ilos¢ ,,bankructw”).
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Rys. 3. Ksztattowanie sig stanu konta oraz rozklad wptat i wyptat dla jednego dnia w modelu I.

Oto wyniki przeprowadzonej symulacji:

N T 4 X; Ky | K K . min(Kpi,) | S(K) bankrut

min

1000 | 24 E(0,1) | N(0;1) | O —0,6792 -12,4201 | -59,2390 | 15,6524 | 964

Poniewaz w 96,4% przypadkow instytucja rozpoczynajaca okres bez srodkow pienigznych
zbankrutowata, powinna bezwzglednie posiada¢ na starcie pewna kwote pieniedzy.
Problemem jest jej wysoko$¢ — oczywiscie musi ona gwarantowaé utrzymanie dodatniego
stanu konta przez caly analizowany okres, ale nie powinna by¢ tez zbyt wysoka — pieniadze
lezace w kasie nie generuja odsetek, dlatego kazda nadwyzka srodkow ponad koniecznie
zabezpieczenie powinna by¢ inwestowana w papiery warto$ciowe badZ umieszczana na
oprocentowanych lokatach bankowych.

Przy okazji uzyskatem rowniez unormowany histogram rozktadu stanu konta na koniec
dnia. Jego wzrokowa analiza pozwala stwierdzi¢, iz jest to rozktad zblizony do normalnego.
Potwierdza to teoria statystyki — rozklad ten jest rozktadem sumy pewnej liczby zmiennych
losowych o rozktadzie normalnym N(0,1). Gdyby kazda z wygenerowanych sum miata tyle
samo sktadnikow, rozktad ten bylby — rozktadem normalnym. Tutaj jest wprawdzie zmienna
ilos¢ sktadnikéw, ale zréznicowanie to jest na tyle niewielkie, iz otrzymany rozktad jest
bardzo zblizony do normalnego.
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Rys. 4. Unormowany histogram rozktadu stanu konta na koniec dnia w modelu I.



Dzigki otrzymanym wynikom, mogg¢ sprawdzi¢, jak wygladataby sytuacja finansowa
instytucji, gdyby poczatkowa wysoko§¢ s$rodkoéw pienigznych byla rowna (oczywiscie
uwzgledniajac przeciwny znak) przecigtnej wielko$ci minimalnego stanu konta w ciagu dnia,
dolnej granicy 1-, 2- i 3-sigmowego przedzialu dla przecigtnej wysokosci stanu konta na
koniec dnia oraz najnizszej wysokos$ci stanu konta w ciagu wszystkich dni. W tym celu
wykonuje pi¢¢ nastgpnych symulacji:

N T t X Ky K i min(K i) bankrut
12,4201 [-k ] 11,8256 0,4429 48,3881 416
16,3316 [(K - S(K))] 15,6999 4,1542 32,4991 276
1000 | 24 | E(0,1) | N(0;1) | 31,9840 [(K —2*S(K))] 31,9833 20,3574 -7,0393 33
47,6363 [k -3*5(K))] 47,0184 35,4555 —0,8744
59,2390 [-min(Kpin)] 58,6646 472118 10,8851 0

Mozna zaobserwowac, iz wraz ze wzrostem Ko, wzrasta przecigtny kapitat na koniec dnia,
sredni minimalny stan konta w ciagu dnia oraz najnizszy stan konta w ciagu wszystkich dni.
Jest to oczywiscie zgodne ze zdrowym rozsadkiem, gdyz w kazdej kolejnej symulacji
instytucja finansowa dysponuje na poczatku dnia coraz wyzsza kwota pieni¢zna. Stad oczy-
wisty jest tez spadek ilosci ,,bankructw”. Dla K, rownego dolnemu krancowi przedziatu
3-sigmowego przeci¢tnej wysokosci stanu konta na koniec dnia liczba ta wynosi jeden. Nie
jest to duzo, poniewaz bo w takim razie obliczone na podstawie symulacji prawdopo-
dobienstwo bankructwa podmiotu wynosi 0,001. Jednakze oznacza to tez, ze w ciagu
niecatych 3 lat nastapi, przecigtnie rzecz biorac, jeden dzien, w ktorym instytucja finansowa
upadnie. Biorac pod uwagg generalnie niewielka dlugo$¢ okresu, jest to wynik nie do
przyjecia dla zdecydowanej wigkszosci potencjalnych klientow. Dlatego tez akceptowalna
bedzie dopiero taka warto$¢ Ky, dla ktorej liczba ,,bankructw” w symulacji wynosi zero.
Sytuacja taka zachodzi gdy poczatkowy stan konta bedzie rowny minimalnemu stanowi konta
z testowego przebiegu. Warto jednak zwroci¢ uwage na fakt, iz warto$¢ ta znacznie wybiega
poza przedziat 3-sigmowy. W probie testowe] pojawita sig¢ wigc wybitnie odstajaca wartos¢
minimalna, ktéora w rozkladzie tak bardzo zblizonym do normalnego powinna wystepowac
niezmiernie rzadko. Dodatkowo najmniejsza warto$¢ stanu srodkow pienieznych w symulacji
dla tej wielkoSci Ky, jest do§¢ duza. Nalezaloby si¢ wigc zastanowié, czy taki poziom
zabezpieczenia nie jest jednak nieco za wysoki. Mozna by obnizy¢ nieco zabezpieczenie,
a uzyskane z tego tytulu wolne $rodki zainwestowa¢ np. w $rednioterminowe lokaty lub
w obligacje Skarbu Panstwa — c¢z¢$¢ zyskow z tego tytulu mogtaby w kryzysowych przypad-
kach by¢ przeznaczana na zaspokojenie dodatkowego popytu na pieniadz wsrdd klientow
instytucji finansowe;j.

Model II

W poréownaniu z modelem I nastgpuje tu zmiana zatozen dotyczacych rozktadu zmienne;j
losowej opisujacej odstgpy czasowe pomigdzy kolejnymi momentami wptat i wyptat. Tym
razem parametr A nie jest staly, lecz jest zmienna losowa o rozktadzie gamma za parametrami
a>01b>0. Aby otrzyma¢ duzo przeptywow w ciagu analizowanego okresu przyjmuje
a = 0,5 oraz b = 0,1. Pozostate parametry modelu pozostaja takie same jak w poprzednim
modelu.
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Rys. 5. Ksztaltowanie si¢ stanu konta oraz rozktad wptat i wyptat dla jednego dnia w modelu II.

Przeprowadzam symulacje testowa dla Ky = 0, ktora bedzie punktem wyjscia do dalszych
badan. Obliczam te same wielkos$ci, co w modelu I:

N T t; A X K| K K . min(Ky;n) S(K) bankrut

min

1000 | 24 | E(4) | I(0,5;0,1) | N(0;1) |0 | 0,6533 | -16,5930 | 71,5658 | 21,5853 | 978

Otrzymany rozklad wysokos$ci stanu konta na koniec dnia charakteryzuje si¢ wigksza
zmienno$cia niz w modelu [ (wyzsze odchylenie standardowe, wigksze straty). Jest tez wigcej
,bankructw”, bo az 97,8% prob. Unormowany histogram tego rozktadu ponownie ma postac
zblizong do krzywej Gaussa, tym razem jest ona jednak nieco mniej wysmukta, co sugeruje
wigkszy udzial obserwacji znacznie odbiegajacych od S$redniej — jest to potwierdzenie
spostrzezenia o wigkszej zmiennos$ci w przypadku modelu II. Nie nalezy jednak powyzszych
wnioskow uogodlnia¢, gdyz zjawisko to moze zaleze¢ od doboru parametrow obu modeli.
Analiza modeli pod tym katem nastapi w dalszej czgéci tego opracowania.

Podobnie jak w modelu I wzorkowa analiza unormowanego histogramu sugeruje rozktad
stanu konta na koniec dnia bardzo zblizony do rozktadu normalnego.
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Rys. 6. Unormowany histogram rozktadu stanu konta na koniec dnia w modelu II.



Dzigki wynikom uzyskanym w przebiegu probnym, wykonuj¢ dalsze symulacje w sposob
analogiczny do tych z modelu I:

N T t; y| X; Ky K K. .. min(K,;,) bankrut
16,5930 [-x_. ] 16,5595 | —0,4230 | —53,9466 | 434
20,9320 [(K —S(K))] 20,4630 | 3,8797 | —61,6543 | 344

1000 | 24 | E(4) | I'0,5:0,1) | N(O:1) | 42,5173 [«(K-2*S(K))] | 42,5292 | 25,3863 | 32,6855 | 56
64,1026 [(x -3*S5(K))] 64,1229 | 47,4620 | —24,2905 |3
71,5658 [-min(Kuyin)] 72,5159 | 55,0486 -6,4975

Mozna zauwazy¢, ze dla analogicznych wielkosci Ky, wyniki w modelu II okazaly sig
gorsze niz w modelu 1. Dodatkowo nie wszedzie zostata zachowana wtasciwo$¢ zmniejszania
si¢ wysokosci maksymalnej straty wraz ze wzrostem poczatkowej ilosci $rodkow pie-
ni¢znych. Jest to wlasnie przyczyna wigkszej zmiennosci modelu II o tak ustalonych
parametrach. Z tego samego powodu, mimo iz w analogicznych symulacjach przecigtny
minimalny stan konta w ciagu dnia okazat si¢ wyzszy w modelu II niz w modelu I, to pod
wzgledem ilosci ,,.bankructw” lepszy jest model I. Okazalo sig takze, iz w tym przypadku K
0 wysokosci rownej minimalnemu stanowi konta w catym analizowanym okresie nie spetnia
wymogow akceptowalnosci modelu o tym parametrze poczatkowym. W tym przypadku dla
skutecznego zabezpieczenia, nalezy poszuka¢ wyzszej wartosci K.

Anadliza stanu konta na koniec dnia (K) w funkgji
parametrow stosowanych rozktadow
W kazdym przypadku wygenerowane wysokosci K, to tak naprawde srednia z 30 obserwacji

K dla takich samych parametrow modelu. Dzigki temu wartos$ci K sa mniej przypadkowe
1 bardziej uwidacznia si¢ wplyw na t¢ warto$¢ parametréw rozktadow.

Model |

Zaleznos¢ K od parametru /.

Parametr 4 wystepuje w rozktadzie wykladniczym, ktory w analizowanym modelu generuje
odstepy czasowe pomigdzy kolejnymi przeptywami finansowymi. Warto$¢ oczekiwana tego
rozktadu wynosi A, totez interesuja nas male wartosci tego parametru, aby przeplywow bylo
odpowiednio duzo. W tescie przyjatem nastgpujace parametry: Ko=0,7 =24, u=01i0=1.

Rys. 7. Zalezno$¢ wysokosci stanu konta na koniec dnia od wielkosci parametru 4 w modelu I.



Wyniki oscyluja wokot wysokosci Ky Dla niskich warto$ci parametru 4 wartosci K sa
bardzo zréznicowane, dla wigkszych warto$ci tego parametru stabilizuja si¢. Przyczyna
takiego stanu rzeczy jest wlasnie wartos¢ A. Gdy jest niska, przeptywow finansowych jest
duzo, dlatego moga znacznie zmieni¢ warto$¢ kapitalu posiadanego na koniec dnia. Dla duze;j
wartosci 4, przeplywy sa nieliczne, co przy zerowej wartosci oczekiwanej ich wysokosci oraz
niewielkim odchyleniu standardowym uniemozliwia wigksze zmiany wysokos$ci kapitatu
w ciagu dnia.

Zaleznos¢ K od parametréow . i ¢ rozktadu normalnego

Parametr 4 odpowiada za oczekiwana wysokos$¢ pojedynczego przeptywu finansowego, a o za
jej odchylenie standardowe. Zmieniajac wysoko$¢ u mozna modelowa¢ np. dni o zwigk-
szonym zapotrzebowaniu na pieniadz wsrod klientow banku. Drugi parametr pozwala odda¢
zréznicowanie klientow pod wzgledem wysokosci wptacanych/wyptacanych kwot pienigz-
nych.

W tescie przyjatem nastgpujace parametry: Ko = 2000, T = 24, 1 = 0,5. Wartos$ci ¢ zmie-
niaja si¢ na przedziale [0, 200], a wartosci x4 na przedziale [0, 100]. Co prawda x moze by¢
roOwniez mniejsze od zera, ale analizowane zagadnienie jest symetryczne i mozna si¢
ograniczy¢ wylacznie do warto$ci dodatnich — pozwala to w rozsadnym czasie wygenerowac
wyniki dla wigkszych co do warto$ci bezwzglednej wartosci u, niz w przypadku
symetrycznego wzgledem 0 przedziatu o tej samej rozpigtosci.

Rys. 8. Zalezno$¢ wysokosci stanu konta na koniec dnia od wielkosci parametrow u i ¢ w modelu 1.

Otrzymane wyniki ukazuja, iz warto$¢ K wzrasta wraz z wartoscia ¢ (co akurat nie jest
w tym przypadku niczym nadzwyczajnym). Podobnie wraz ze wzrostem o ro$nie zmiennos¢
K. Mniej oczywisty jest jednak wzrost zmiennosci K pod wplywem wzrostu u, nawet przy
niskim odchyleniu standardowym pojedynczego przeptywu. Zjawiska tego by nie byto, gdyby
liczba przeplywdéw w ciagu dnia byta kazdego dnia taka sama. Liczba ta jest jednak gene-



rowana losowo, totez K jest suma czasem mniejszej, a czasem wigkszej liczby zmiennych
losowych o rozktadzie normalnym. Im wigksza jest warto§¢ oczekiwana pojedynczego
przeptywu, tym bardziej] wplywa na wysoko$¢ sumy brak lub nadmiar pewnej liczby prze-
ptywow w stosunku do wartosci K uzyskanej dla przecigtnej liczby wplat/wyptat.

Model II

Zaleznos¢ K od parametrow a i b

Parametr a nazywany jest parametrem ksztaltu, za§ b — parametrem skali. Wptywaja one na
warto$ci zmiennej losowe] 4 o rozkladzie gamma I'(a,b), ktora tak jak 4 w modelu I
odpowiada za wielkos$¢ odstgpow czasowych pomigdzy kolejnymi przeptywami finansowymi.

W tescie przyjatem nastgpujace parametry: Ko = 2000, T =24, u = 0 i 0 = 1. Wartos$ci
parametréw a oraz b zmieniaja si¢ na przedziale [0,1; 20].
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Rys. 9. Zalezno$¢ wysokosci stanu konta na koniec dnia od wielkosci parametrow a i b w modelu II.

Dla niskich wartos$ci a i b otrzymane K jest bardzo zréznicowane — tym bardziej, im
bardziej a 1 b sa rownoczesnie bliskie zeru. Wzglednie duze zrdéznicowanie K wystepuje takze
gdy tylko jeden z parametréw rozktadu gamma, jest bliski zeru. W takich wtasnie przypad-
kach zmienna losowa A ma najwigksze szanse na przyjecie niskich wartosci. Dzigki temu
zostanie wygenerowanych duzo momentéw wplat/wyptat 1 K bedzie miata mozliwosé
przyjgcia warto$ci znacznie réznej od K.

Zaleznos¢ K od parametréow . i o rozktadu normalnego

Jest to powtdrzenie analogicznego testu wykonanego dla modelu I, przy czym zamiast pa-
rametru A, pojawiaja si¢ tu parametry a = 1 oraz b = 1. Pozostate wartosci parametréw modelu
1 przedzialy zmienno$ci u 1 o pozostaly takie same.
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Rys. 10. Zalezno$¢ wysokosci stanu konta na koniec dnia od wielko$ci parametrow u i ¢ w modelu I1.

Otrzymany wykres bardzo przypomina ten z modelu I. Zalezno$ci pomigdzy parametrami
1 1 o a wysokoscia stanu konta na koniec dnia sa takie same jak poprzednio. Widoczna jest
nieco wyzsza zmienno$¢ K przy roznych warto$ciach y oraz stalym o. Wynika to z tego, ze
odpowiedzialny posrednio za ilo§¢ przeplywow parametr rozktadu wyktadniczego jest tutaj
zmienng losowa, a nie stalg jak w modelu I.



