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1 O pewnych rozkladach zmiennych losowych

1.1 Transformacje

W wielu przypadkach probuje sie przeksztalcaé obserwowane dane w nadziei, ze transformo-
wane dane bedzie mozna tatwiej ziterpretowacé. Typowymi przeksztatceniami stosowanymi w
praktyce sa g(z) = a + bz, z% exp(z) i log(z) (a,b € R). Zauwazmy, ze statystyki po-
rzadkowe sg przeksztalcane w odpowiednie statystyki porzadkowe, gdy funkcja g jest rosna-
ca, tj. V¥ = g(X7), Y5 = g(X3),.... Y., = g(X}). W przypadku malejacej funkcji g mamy:
Yy = g(X7),. .. Yr = g(X0).

1. Zmienna losowa o rozktadzie Pareto Pa(a) otrzymujemy przeksztatcajac zmienna losowa
X ~ Ezp(a) przez g(x) = exp(x). Niech Y = exp(X).

1-Gy(t)=t"gdyt>1,a>0
Parametr a nazywamy indeksem Pareto.
2. Niech X ~ Exzp(A\) iV = g(X) = X7, gdzie 7 > 0, A > 0. Y ma rozklad Weibulla:
1 — F(y) = exp(—Az").
7 nazywamy indeksem Weibulla.

3. Niech X ~ Ezp(1) 1Y = g(X) = %, gdzie v € R. Rozklad zmiennej losowej Y ma
postac

Gy(y) =1—exp(=(14+~y) ") gdy 1 +~vy > 0.

Rozktad o dystrybuancie G (y) nazywamy rozktadem wartosci ekstremalne;.
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4. Szczegdlny przypadek rozkladu wartosci ekstremalnej G (y) oméwionego w punkcie 3 dla
v = 0 nazywamy rozkladem Gumbela albo podwdjnie wykladniczym. Transformacja g(z)
z punktu 3 przy 7 — 0 ma postaé¢ g(z) = — log(z). Wowezas

Go(y) =1 —exp(—e ) dlay € R.

5. Przeksztalcenie liniowe g(x) = a + bx zmiennej losowej Y zdefiniowanej w punkcie 3 daje
zmienng losowa o uogodlnionym rozktadzie wartosci ekstremalnej:

t_
F(t) =1 — exp(—[1 +7Ta]‘%) dla 14752 > 0.

Szczegdlny przypadek uogdlnionego rozktadu wartoséci ekstremalnej przy v =bia =1
nazywamy rozktadem Frécheta:

F(t)=1- exp(—t’%) dla t > 0.

6. Niech zmienna losowa X ma rozklad Pareto Pa()) i niech Y = g(X) = (8(X —1))* z
6,7 > 0. Mamy
g

B+t

1= Fy(t) = ( ). (1)

7. Przeksztalcenie liniowe g(x) = “"’T_b, a > 0, zmiennej losowej X o rozktadzie Pareto daje

zmienng losowa o alternatywnym rozktadzie Pareto

1— F(t) = (b+at)™.

8. Zmienng Y o rozkltadzie logarytmiczno-normalny otrzymujemy ze zmiennej X o rozktadzie
normalnym przeksztatceniem g(z) = exp(x).

£(t) = \/%Ot exp(—%(log(t) — ) dlat > 0.

9. Niech X ma rozktad gamma z parametrami b > 0 i p > 0. Zmienna losowa ¥ = g(X) =
exp(X) ma rozklad logarytmiczno gamma o gestosci

ft) = %(log P dlat > 1.

Dodatkowe wiadomosci na temat wprowadzonych w tym rozdziale rozktadéw mozna znalezé w
ksigzkach [2] 1 [1].



1.2 Funkcja sredniego nadmiaru

W wielu zastosowaniach wykorzystywana jest funkcja $redniego nadmiaru (patrz [1] str.37)
(Sredniego pozostatego czasu zycia, $redniej nadwyzki) e(a) definiowana jako

e(a) =E(X —a|z > a),

przy modelu analizowanej wielkosci danej zmienna losowa X i zatozeniu, ze E(X) < oc.
Waznym w praktyce zadaniem jest estymacja funkcji e(a) na podstawie préby reprezenta-

cyjnej xy, xa, ..., T,. Estymator é, okreslamy jako
i Zil(a,00) (T
én(a)zzz—l‘ (a, )( )_a
#{i:x; > a}
Czesto wykres empirycznej funkcji €, (a) wykonywany jest w punktach a =z ., k=1,2,...,n—

1. Wowczas

A * *
Ek,n = €n an —j+1 — Tk

J=1

?r\»—‘

E} , mozna interpretowac jako oceng tangensa nachylenia wykresu kwantylowego na prawo od
punktu o wspolrzednych (—log(*t!), 2% _,). Nachylenie to oceniamy jako

= Z 1T jy1 — Lo,
E,, = k 2vj=1Yn—j Ln— 2)
“k Zj:l 1Og(n+1> + lOg(ZE)

Przy zalozeniu, ze E(X) < oo mamy, ze lim, ., (1 — F(z)) =01

Jo " (A = F(u))du

a

@) =" F

x4 to prawy koniec nosnika rozktadu F'(u). Mamy ponadto

Ik %d — log e(0) — log((1 — F(a))e(a),

czyli

1—F(a) = @exp(— /Oa ——du).

1.3 Zadania

1. Napisaé procedury obliczajace wartosci dystrybuant oraz obliczajace kwantyle dla funkcji
z 1.1.

2. Napisa¢ procedury rysujace gestosci rozktadéow wprowadzonych w 1.1.



3. Skonstruowaé procedure pozwalajaca symulowac¢ stan konta instytucji finansowej na ko-
niec dnia. Zaktadamy, ze zaczynamy ze stanem kasy 0, wysoko$é¢ pojedynczych operacji
jest zmienna losowa X; o rozkladzie zadanym dystrybuanta F'(z). Liczba operacji N w
ciggu dnia jest zmienna losowa niezalezng od X;, ¢ =1,2,....

Przeprowadzi¢ symulacje, gdy
(a) N ma rozktad Poissona ze znanym parametrem A\ a X; maja rozklad normalny o
znanej Sredniej 1 wariancji.
(b) N ma rozktad Poissona z rozktadem A zadanym rozkladem gamma o znanych para-
metrach b > 01 p > 0, a wielkosci operacji X; jak w pkt. 3a.
(c) Przeanalizowa¢ stan konta na koniec dnia w funkcji parametréow rozktadéw wyste-

pujacych w zastosowanych modelach w pkt. 3a i 3b.

4. Dla wprowadzonych w rozdziale 1.1 rozktadéw zaproponowaé funkcje generujace zmienne
losowe o tych rozktadach. Wykona¢ symulacje za pomocg skonstruowanych generatorow.
Dla réznych wartosci parametréw testem graficznym ocenié¢ jakosé symulacji.

5. Zilustrowac centralne twierdzenie graniczne z wykorzystaniem symulacji zmiennych loso-
wych. Wybraé jeden z rozktadéw, ktérego generator zaprogramowano w ramach ¢wiczen.
Dobra¢ przyktady tak, aby pokazac istotnos$¢ zatozen.

Wskazowka: Jako przyktad zmiennej nie majacej wartosci oczekiwanej przyja¢ zmienng o
rozktadzie Cauchy’ego.

6. * Wykorzystujac rezultaty zadania 4 przeprowadzi¢ estymacje funkeji sredniego nadmiaru
okreslonej w rozdziale 1.2 dla rozktadow z rozdziatu 1.1.
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