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Zadanie 8. — Prezydent / gltuchy telefon (lista dodatkowa)

1. Zarys zagadnienia

Tematem zadania jest problem prawdy, a $cislej prawdziwosci informacji przekazywanej
przez jedna osobg kolejnej przy zatozeniu statego prawdopodobienstwa zmodyfikowania
konkretnej tresci na jej catkowite przeciwienstwo podczas przekazywania jej kolejnej osobie.
Informacja dotyczy zamiaréw Prezydenta RP odnosnie jego staran o reelekcje w najblizszych
wyborach prezydenckich. Jest to problem w tym momencie do$¢ odlegly, aczkolwiek by¢
moze istotny dla marketingowych decyzji przedsigbiorcow zajmujacych si¢ przeprawami
promowymi pomigdzy Polska a Szwecja. Stanem poczatkowym jest to, co ustyszy pierwsza
osoba, czyli deklaracja przekazana jej z ust samego prezydenta (oczywiscie bez zaktocen, bo
prezydentowi nie wypada klamac). Moze ona brzmie¢ ,,TAK” albo ,NIE”. W dalszej
komunikacji moga zajs$¢ nastgpujace zdarzenia:

* ,,TAK” zostanie przekazane bez znieksztatcen z prawdopodobiefistwem 1 — a,

 ,NIE” zostanie przekazane bez znieksztalcen z prawdopodobienstwem 1 — b,

* ,,TAK” zostanie przekazane jako ,,NIE” z prawdopodobienstwem a,

* ,NIE” zostanie przekazane jako ,,TAK” z prawdopodobienstwem b.

Parametry a 1 b sa wiec odpowiednimi prawdopodobienstwami ktamstwa, stalymi
w danym procesie komunikacji. Zbior stanéw S ma wigc posta¢ S = {TAK, NIE}.
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Stan TAK jest pochtaniajacy, poniewaz nie da si¢ juz z niego wydosta¢, wigc tancuch jest
pochtaniajacy.

Stan NIE jest wobec tego nieistotny — istnieje pewien stan (TAK), ktory jest dla niego
osiagalny, ale stan NIE nie jest osiagalny ze stanu TAK. Stan ten jest rowniez chwilowy —
prawdopodobienstwo, ze tancuch wychodzac ze stanu NIE, dotrze do stanu NIE jest mniejsze
od jednosci, poniewaz prawdopodobienstwo przej$cia ze stanu NIE do stanu TAK jest rozne
od zera.

Lancuch ten nie jest ergodyczny, poniewaz nie ma mozliwosci przej$cia z dowolnego
stanu do dowolnego innego (w réwnie dowolnej ilosci krokow). Ze stanu TAK nie mozna



przejs¢ do stanu NIE. Jednakze, gdyby oba prawdopodobienstwa a oraz b byly dodatnie,
tancuch ten byltby ergodyczny.

Lancuch ten nie jest rowniez regularny, poniewaz nie istnieje taka potgga macierzy P, dla
ktorej wszystkie jej elementy bylyby dodatnie. Powodem jest istnienie stanu pochtaniajacego
TAK, z ktérego prawdopodobienstwo przejscia do stanu NIE jest rowne O niezaleznie od
iloéci krokéw. Stad P"(1,2)=0, dla kazdego n dodatniego.

Obliczmy teraz prawdopodobienstwo, ze proces osiagnie kiedykolwiek stan pochtaniajacy
TAK:

Jezeli stanem poczatkowym jest TAK, to rozwazania sa zbedne i prawdopodobienstwo to
wynosi jeden.

Jezeli stanem poczatkowym jest NIE, postuzymy si¢ nastgpujacym dowodem:

Poniewaz mamy tylko jeden stan nieabsorbujacy NIE i stan TAK jest z niego osiagalny,
minimalna liczba krokéw, w ktorych mozna przej$¢ z NIE do stanu pochtaniajacego wynosi
jeden. Prawdopodobienstwo nie dotarcia w jednym kroku ze stanu NIE do TAK wynosi 1-b,
czyli 0,5. W takim razie prawdopodobienstwo nie osiagni¢cia stanu TAK w dwoch krokach
wynosi  (0,5)°. Ciagnac to rozumowanie dalej, otrzymujemy przy n krokach

prawdopodobienstwo rowne (0,5)". Poniewaz 1lim(0,5)" =0, to — korzystajac z dopelnienia do

jedynki — prawdopodobienstwo osiagnigcia kiedykolwiek stanu pochtaniajacego wynosi 1.
Dowod ten jest prawidtowy takze dla innych warto$ci prawdopodobienstwa b (o ile jest ono
rozne od zera).

Wynik symulacji: P(absorpcji) = 1, dla 10000 przebiegdw o maksymalnej dlugosci 20.

Policzmy teraz ile przecigtnie razy proces przebywa w swoim jedynym stanie chwilowym
NIE, zanim zostanie pochlonigty:

Nalezy najpierw sprowadzi¢ macierz przej$cia do postaci kanoniczne;j:
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Z tej macierzy tatwo wyodrgbniamy podmacierz (O zawierajaca prawdopodobienstwa
przej$¢ pomigdzy stanami nieabsorbujacymi. Poniewaz w analizowanym przypadku istnieje
tylko jeden taki stan, O = 0,5. Wobec tego / — Q = 0,5. Ze wzoru N =(I —Q)"' obliczamy

macierz fundamentalng dla macierzy P. Jej elementy mowia o tym, ile $rednio razy przed
pochlonigciem proces odwiedzi dany stan chwilowy (odpowiadajacy numerowi kolumny
macierzy N) jezeli startuje ze stanu chwilowego odpowiadajacego numerowi wiersza
macierzy N. W tym przypadku N = (1 — 0,5)"' = 2. Jezeli wigc prezydent zadeklaruje si¢ nie
startowa¢ w najblizszych wyborach, to informacja ta, przecigtnie rzecz biorac, zostanie
przekazana bez przektaman dwukrotnie zanim na zawsze zostanie przekrgcona.

Wynik symulacji: §rednia ilos¢ pobytéw w stanie chwilowym NIE = 2,004 (dla 10000
przebiegéw o maksymalnej dtugosci 20)

Oczywis$cie przecigtny czas do absorpcji procesu startujacego ze stanu chwilowego NIE
wynosi rowniez 2 (dwa przekazania informacji).

Wynik symulacji: w tym przypadku jest taki sami, jak dla $redniej ilo$ci pobytéw w stanie
chwilowym NIE.
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5. Analiza P”, gdy n dazy do nieskoczanosci,dla 2a=0i b=0,5
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Przy tak zadanych prawdopodobienstwach przekazania ,,innej wersji prawdy”, osoba
umiejscowiona bardzo daleko w tancuchu komunikacyjnym prawie na pewno otrzyma
informacje o chgci ubiegania si¢ przez prezydenta o reelekcjg¢, niezaleznie od jego
faktycznych zamiarow.

6. Analiza P", gdy n dazy do nieskoczanosci, dla innych wartosciaib
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Jezeli prawdopodobienstwo podania przeciwnej informacji, jest wigksze od zera 1
niezalezne od jej tresci, to po dlugim obiegu informacji odbiorca ma réwne szanse na
ustyszenie zarowno prawdy, jak i ktamstwa, niezaleznie od prawdziwej decyzji prezydenta.
b)a# bia, b dodatnie, np. a=0,6 b=0,9
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Prawdopodobienstwa ustyszenia prawdy badz ktamstwa rdznia si¢ od siebie, ale nie zaleza
od deklaracji prezydenta (po wielokrotnym przekazaniu wiadomosci).

W obu powyzszych przypadkach tancuchy byty ergodyczne i regularne — z kazdego stanu
mozna przej$¢ w pewnej liczbie krokéw do kazdego. A $cislej — nawet w jednym, wigc juz
macierz P nie posiada elementu o wartosci 0, totez tancuch ten jest regularny.
c)a=b=0
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Informacja jest przekazywana idealnie doktadnie — kazdy cztonek tancucha
komunikacyjnego pozna prawdziwe zamiary prezydenta. Deterministyczny ciag, niezbyt
ciekawy z punktu widzenia analizy proceséw Markowa.

Lancuch taki jest pochtaniajacy. Nie posiada stanow chwilowych, gdyz wszystkie jego
stany sa pochtaniajace.
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Sytuacja, w ktorej kazda osoba odwraca ustyszana informacje. W ten sposob co druga
osoba (nieparzysta, liczac od pierwszego ,,powiernika” prezydenta) na pewno uslyszy prawdg,
a co druga (parzysta) ustyszy ktamstwo. Taki ciag jest deterministyczny, wigc wystarczy znac
swoja pozycje w tancuchu komunikacyjnym, by poznaé prawdg.

Mozna teraz uogoélni¢ wniosek z poprzedniego punktu — jezeli tylko prawdopodobienstwa
ktamstw nie sa rownocze$nie rowne 0 badz 1, prawdopodobienstwo ustyszenia prawdy lub
ktamstwa po wielokrotnym przekazaniu informacji nie zalezy od deklaracji prezydenta.

7. Analiza zbieznosci ilorazéw prawdopodobienstw
Zatézmy (korzystajac z obserwacji w poprzednich punktach), ze:

l-a a : Py Pa o . .
P= oraz lim P" = , gdzie a 1 b naleza do przedziatu (0,1).
b 1-b 1o P, P,
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Sprawdzenie symulacyjne:

Obliczmy warto$ci lewej strony réwnania dla pewnej liczby argumentoéw a oraz b.
Nastepnie przeprowadzmy analogiczne obliczenia dla prawej strony i1 argumentéw p, oraz pp.
Poniewaz nie mozemy wyznaczy¢ numerycznie tych granicznych prawdopodobienstw,
postuzymy si¢ ich przyblizeniami dla dostatecznie duzego n (np. n = 10000). Policzmy
wzgledne réznice (bledy) pomigdzy lewa a prawa strona rOwnania, traktujac lewa strong, jako
wynik doktadny. Na tej podstawie begdziemy mogli pozna¢ rzad wielkosci bledu oraz
sporzadzi¢ wykres bledow.

Wyniki dla n = 10000 oraz a i b zmieniajacych si¢ co 2 = 0,05:
Warto$¢ bezwzgledna najwigkszego btedu wzglednego = 6.740639792367022e-016 [%].

Obserwacja: a

Rysunek 1. Wykres btgdéw — paleta barw zgodna z mapa hipsometryczna (kolor zielony — warto$¢ ok. 0) .

Otrzymane rezultaty sugeruja prawdziwo$¢ obserwacji. Wzrokowa analiza wykresu
btedow (splaszczonego dla wigkszej czytelnosci) wskazuje takze na pewna symetri¢ — jezeli
dla a = ap 1 b = by przyblizone p./p, byto wigksze od a/b, to dla a = by 1 b = ay przyblizenie
p./pp bedzie mniej wigeej o tyle samo mniejsze od a/b. Obserwacj¢ te potwierdza wykres
warto$ci bezwzglednych btedow wzglednych.



Rysunek 2. Wartosci bezwzgledne bltedow wzglednych.



