Modelowanie stochastyczne
Lista 3

1. Spacer

Megzczyzna chodzi wzdtuz odcinka ulicy Parkowej, do ktérego dochodzi pig¢ przecznic. Mig-
dzy kazdymi sasiednimi przecznicami do ulicy Parkowej przylega budynek (patrz rysunek).
Megzczyzna ten znajduje si¢ pod wptywem alkoholu. Skrzyzowania ulic 0znaczono numerami
0, ..., 4. Jesli mgzczyzna znajduje si¢ przy rogu numer 1, 2 lub 3, idzie w prawo lub w lewo z
prawdopodobienstwem %2. Spacer konczy si¢ w momencie dojscia do rogu 0, przy ktérym
znajduje si¢ jego dom albo do rogu 4, gdzie znajduje sig¢ bar. Opisane zjawisko mozna opisac
procesem Markowa. Stany 1, 2 i 3 sg stanami chwilowymi: z kazdego z nich mozliwe jest
osiagnigcie stanu pochtaniajacego O lub 4. Zatem fancuch Markowa z zadania jest tancuchem
pochtlaniajacym. Gdy proces osiagnie stan absorbujacy, méwimy, ze jest pochtonig¢ty. W spo-
sOb naturalny pojawiaja si¢ pytania: Jakie jest prawdopodobienstwo, ze proces osiagnie kie-
dykolwiek dany stan pochtaniajacy? Ile razy (Srednio) proces przebywa w kazdym stanie
chwilowym, zanim zostanie pochtonigty? Jaki czas (Srednio) uptywa do momentu pochtonig-
cia procesu startujacego z danego stanu chwilowego? Oczywiscie, w ogdlnosci, odpowiedzi
na te pytania zaleza od stanu poczatkowego procesu i od macierzy przejscia.

Napisa¢ macierz przejscia procesu, wykonac obliczenia korzystajac z odpowiednich twier-
dzen oraz symulacyjnie.
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2. Kraina Oz

W pewnej krainie pogoda jest bardzo zmienna. Niestety, nigdy nie wystgpuja tam dwa po-
godne dni pod rzad. Jesli jest pogodny dzien, nastgpnego dnia z réwnym prawdopodobien-
stwem moze pada¢ deszcz, jak i $nieg. Jezeli pewnego dnia pada $nieg, nastgpnego bedzie
padat deszcz lub bedzie fadna pogoda z prawdopodobiefistwami Y4, natomiast ponownych
opadéw $niegu mozemy spodziewac si¢ z prawdopodobienstwem 2.

Przyjmujac oznaczenia D — deszcz, k. — tadna pogoda oraz S — énieg zjawisko mozemy opisaé
ponizsza macierza przejscia.
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Znalez¢ macierz fundamentalna N, Nc i NR. Zinterpretowac rezultaty. Uzyska¢ wybrane re-
zultaty metodami symulacyjnymi. Poréwnac¢ z wynikami analitycznymi. Jak wyglada ma-
cierz P"? Czy ciag P" jest zbiezny (sprawdzi¢ regularno$¢ tancucha)? Jezeli tak, jaka jest in-
terpretacja tego faktu?



3. Zawody

Zat6zmy, ze zawody mozna podzieli¢ na nastgpujace grupy: pracownik fizyczny niewykwali-
fikowany (p.f.n.), pracownik fizyczny wykwalifikowany (p.f.w.) oraz pracownik umystowy
(p-u.). Wiemy, ze synowie p.u. w 80% sa p.u., w 10% p.f.n. i w 10% p.f.w. Synowie p.f.w. sa
w 60% p.f.w., w 20% p.u. 1w 20% p.f.n. Wreszcie, synowie p.f.n. staja si¢ w 50% p.f.n., na-
tomiast pozostali, z rdwnym prawdopodobienstwem pracuja w zawodach z dwdch pozosta-
tych grup. Zat6zmy dodatkowo, ze kazdy ma przynajmniej jednego syna. Sformutowac tan-
cuch Markowa oraz macierz przejscia opisujacy zawodd kolejnych potomkow. Znalez¢ praw-
dopodobienstwo (analitycznie), ze wnuk p.f.n. bedzie p.u. Policzy¢ technikami symulacyj-
nymi inne prawdopodobienstwa.

4. Szkota medyczna

Student pewnej czteroletniej uczelni medycznej kazdego roku wylatuje z tej uczelni z praw-

dopodobienstwem g, z prawdopodobienstwem r powtarza rok i z prawdopodobienstwem p

przechodzi na rok wyzszy (oczywiste jest, ze p + g + r = 1).

a) Sformutowa¢ macierz przejscia dla problemu biorac zbior standw W, 1, 2, 3, 4, D, gdzie
W oznacza przymusowe opuszczenie muréw uczelni, D — uzyskanie dyplomu, a pozostate
stany s3 kolejnymi latami studiow.

b) Dla przypadku g = 0,1, r=0,2, p = 0,7 znaleZ¢ czas, jaki student wlasnie rozpoczynajacy
studia spedzi na drugim roku. Jak dlugo student bgdzie studiowat?

¢) Znalez¢ prawdopodobienstwo uzyskania dyplomu przez studenta rozpoczynajacego wia-
$nie nauke.

Rozwigza¢ wskazane zagadnienia technikami symulacyjnymi.

5. Skarpety

Pewien naukowiec ma cztery pary skarpetek. Postgpuje on wedtug nastgpujacego schematu.
Zaktada pewna parg skarpetek. Nastgpnego dnia nie zaklada juz tej samej pary. Wybiera lo-
sowo jedna z pozostatych (zaktadamy, ze prawdopodobienstwo wyboru kazdej z nich jest
rowne). Wiemy, ze naukowiec ten nie zaklada nigdy tej samej pary skarpetek dwa dni pod
rzad. Wiemy rowniez, ze kazdego dnia uzyte skarpety sa prane i tym samym gotowe do no-
szenia dnia nastgpnego.

Napisa¢ macierz przejscia P, nastgpnie zmodyfikowac ja wprowadzajac np. stan pochtania-
jacy albo pewne preferencje naszego bohatera co do wyboru skarpet (prawdopodobienstwa
nie bgda wtedy rowne). Policzy¢ technikami symulacyjnymi cos ciekawego. Sprawdzi¢, w
jakich przypadkach istnieje macierz P~

*6. Zadanie o komputerach z listy standardowej.
*7. Zadanie o zbiorniku z listy standardowej

8. Prezydent / gluchy telefon

Prezydent RP powiedziat pewnej osobie, czy zamierza kandydowa¢ w nastgpnej kadencji, czy
nie. Osoba ta przekazuje informacjg osobie nastgpnej, jednak moze podac jej ,,inng wersje
prawdy”. Osoba wiasnie poinformowana méwi osobie nastgpnej itp. Odpowiedz ,tak” zostaje
przekazana bez znieksztatcen z pr. 1 - a dla pewnego a. Z pr. a zamiast ,,tak” osoba nastgpna
ustyszy ,,nie”. Odpowiedz ,,nie” — z pr. 1 - b bedzie przekazana poprawnie.

Okreslmy stany fancucha Markowa jako tak/nie. Stan poczatkowy to deklaracja prezydenta.



Przyjmijmy a = 0 1 b = V2. Napisa¢ macierz przej$cia P, wyznaczy¢ P?i P’. Co stanie sie z P",
gdy n bedzie dazy¢ do nieskonczonosci? Zinterpretowac podany rezultat.
Zbada¢ zachowanie tancucha dla r6znych a 1 b.

9. Spacer — modyfikacja

W przykiladzie z zadania 1 zmieni¢ prawdopodobienstwa przejscia w sposob nastgpujacy:
mezczyzna idzie w prawo z pr. 2/3, w lewo z pr. 1/3. Znalez¢ macierz fundamentalng N, Nc i
NR. Policzy¢ technikami symulacyjnymi wybrane elementy tych macierzy.

10. Wigzien

Aresztant Iksinski ma 3 dolary. Moze wyjs¢ za kaucja w wysokosci 8 dolaréw. Straznik zgo-
dzit si¢ zagra¢ z nim w pewna gr¢ hazardowa. Jezeli osadzony Iksinski postawi A dolaréw,
wygrywa A dolaréw z pr. 0,4 1 przegrywa A z pr. 0,6. Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze Iksin-
ski wygra 8 dolaréw i wyjdzie za kaucja zanim straci wszystkie pieniagdze w nastgpujacych
przypadkach (uzywajac r6znych strategii):

a) zakazdym razem stawia dolara

b) za kazdym razem stawia tak duzo, jak to mozliwe, ale tak, by nie przekroczy¢ 8 dolaréw
Ktora strategia daje wigksza szansg? Odpowiedzie¢ na to pytanie stosujac model Markowa i
technik¢ symulacyjna.

11. Problem ruiny gracza

Gracz bierze udziat w grze hazardowej. Za kazdym razem wygrywa dolara z pr. p lub prze-
grywa go z pr. ¢ = 1 — p. Problem ruiny gracza polega na znalezieniu prawdopodobienstwa w,
wygrania kwoty 7" zanim straci wszystko, startujac z kwota x. Pokaza¢, Zze ten problem moze
by¢ modelowany pochtaniajacym tancuchem Markowa ze zbiorem stanoéw 0, 1, 2, ..., T ze
stanami pochtaniajacymi 0 i 7. Zatézmy, ze prawdopodobienstwo wygranej w kazdej z gier
wynosi p = 0,48. Zalézmy dodatkowo, ze gracz zaczyna z x = 50 dolarami 1 chce uzyska¢ T =
100 dolaréw. Wykona¢ symulacjg takiej gry wielokrotnie 1 policzy¢, jak czgsto nasz gracz
przegrat wszystkie pieniadze. W ten sposob uzyskamy estymator wsy. Poeksperymentowac z
réznymi p.

*12. Miasto

Miasto podzielono na trzy obszary oznaczone umownie 1, 2 1 3. Oszacowano, ze kazdy z ob-

szarow emituje kazdego dnia u;, u> 1 u3 ilosci zanieczyszczenia, odpowiednio. Czgs¢ g;; zanie-

czyszczenia pochodzacego z regionu i trafia nastgpnego dnia do regionu j. Frakcja

qi =suma(g;, j = 1, 2, 3) > 0 ucieka do atmosfery. Oznaczmy przez w,-(”) ilo$¢ zanieczyszczen

w regionie i po n dniach. Oczywiscie w™ jest wektorem sktadajacym sie z elementéw wi™.

a) Pokazaé, ze w™ =u+uQ + ... +uQ"".

b) Pokazaé, ze w"’ ma granice w przy n dazacym do nieskonczonosci. Ile wynosi ta granica?
Pokaza¢, jak obliczy¢ w majac u.

¢) Wiadze chca ograniczy¢ poziom zanieczyszczen podajac w. Pokazaé, jak mozna wyzna-
czy¢ u majac dane w.

Wskazowka: zastosowac tancuch Markowa z jednym stanem pochtaniajacym. Wykona¢

symulacje komputerowe.

*13. Model Ehrenfesta dyfuzji gazu

Mamy dwa naczynia potaczone niewielkim otworem. Czasteczki gazu przemieszczajq si¢ z
jednego naczynia do drugiego. Matematycznym modelem tego zjawiska moga by¢ dwie urny.
Najpierw prosty przyktad: w kazdej z nich sa dwie kule. Kule modeluja czasteczki gazu. W



kazdym kroku wybrana losowo kula przenoszona jest do drugiej urny. Opiszemy ten proces
tancuchem Markowa. Stany procesu to liczba kul w pierwszej urnie.

Macierz przejscia dla tego procesu wyglada nastgpujaco:

0 1 2 3 4

0 1 0 0 0

174 0 3/4 0 0

0 172 0 172 0

0 0 3/4 0 1/4

4 0 0 0 1 0

Standardowo proces rozpoczyna si¢ w sytuacji, gdy gaz znajduje si¢ w drugim naczyniu.
Oznacza to start ze stanu 0 (czyli brak kul w pierwszej urnie). Po parzystej liczbie krokow
proces bedzie w stanie 0, 2 lub 4. Po nieparzystej — w 1 lub 3. Zauwaz, ze analizowany
tancuch Markowa jest ergodyczny, ale nie jest regularny.

RN =O

Rozwazmy teraz model Ehrenfesta dla 2n kul (czasteczek). W kazdej sekundzie losowo wy-
brana jedna z 2n kul przenoszona jest do drugiej urny. Jezeli w pierwszej urnie mamy i kul, to
z prawdopodobienstwem 1/2n bierzemy jedna z nich 1 przenosimy do drugiej. Z prawdopodo-
bienstwem (2n - i)/2n przenosimy kulg z urny drugiej do pierwszej. W kazdej sekundzie
liczba kul 1 w pierwszej urnie opisuje stan naszego systemu. Ponownie wykorzystamy proces
Markowa. Ze stanu i mozna przejs¢ tylko do stanu i - 1 albo i + 1. Prawdopodobienstwa
przejscia dane sa wzorami:

i
—,j=i-1
2n. /
l ..
Py = 1—2—n,]=l+1
0, else

JesteSmy zainteresowani dtugoterminowa prognoza stanu procesu. Wiadomo, ze rozktad
stacjonarny w mozna skonstruowac¢ z pomoca rozktadu dwumianowego z parametrami 2# i

7}

22n :

1/2. Oznacza to losowe rozmieszczenie kul w urnach. Zatem w, =

Napisac¢ program symulujacy proces. Przedstawi¢ graficznie jego trajektorie. Co bedzie, gdy
wystartujemy ze stanu 0? Co stanie sig, gdy wystartujemy z réwna liczba kul w kazdej urnie?
Jak proces wyglada dla r6znych n (matych, duzych)? Niech jedna urna bedzie "uprzywilejo-
wana": kule z niej beda przechodzi¢ do drugiej z wigkszym prawdopodobienstwem. Jak
wtedy zachowuje si¢ nasz proces?

Jak wygladaja potggi macierzy przejscia dla rosnacego wyktadnika? Czy jest zbieznos¢
(wskazowka: regularnos¢ tancucha)? Jaka jest interpretacja zbieznosci lub jej braku?

*14. Model ekonomiczny Leontiewa

Mamy n przedsigbiorstw oznaczonych liczbami 1, 2, ..., n. i-te przedsigbiorstwo potrzebuje
liczbg 0 <= g;; <= 1 produktow przedsigbiorstwa j (wartos¢ produktow w PLN), aby wypro-
dukowa¢ produkty wartosci 1 PLN. Wymagania rynku (wymagania zewngtrzne) co do pro-
dukcji przedsigbiorstw opisuje wektor d = (d;, da, ..., d,). Niech Q bedzie macierza sktadajaca
si¢ z elementow g;;.



a) Pokazad, ze jezeli przedsigbiorstwa wytwarzaja produkty o wartosciach x = (x;, x2, ..., X,),
to do spetnienia wewngtrznych wymagan przedsigbiorstw (czyli takich, ktore sa konieczne
do produkcji) wystarcza wektor xQ.

b) Pokazaé, ze wymagania zewngtrzne d 1 wymagania wewngtrzne zostang spetnione, gdy
przedsigbiorstwa wyprodukuja tacznie produkty o wartosciach x = (x;, x, ..., x,), taki ze
x=xQ +d.

c) Pokaza¢, Ze jezeli Q jest macierza przejscia pochlaniajacego tancucha Markowa, to jest
mozliwe spetnienie dowolnych wymagan zewngtrznych.

d) Zalézmy, ze sumy elementéw w wierszach macierzy Q sa mniejsze lub réwne 1. Podaé
interpretacj¢ ekonomiczna tego zatozenia. Utworzy¢ tancuch Markowa, w ktérym stany
reprezentujg przedsigbiorstwa, prawdopodobiefistwa przejscia sa rowne g;;. Doda¢ po-
chlaniajacy stan 0, aby uzyska¢ "prawdziwy" tancuch Markowa. Zdefiniujmy prawdopo-
dobienstwo przejscia do tego stanu jako g,, =1— Z q; - Pokaza¢, ze ten taficuch bedzie

J
pochtaniajacy, jezeli kazda firma albo przynosi dochdd, albo zalezy od firmy przynoszace]
dochdd.

Nalezy postawi¢ pytania 1 odpowiedzie¢ na nie stosujac techniki symulacyjne. W punktach a),

b) i ¢) policzy¢ analitycznie.

15. Bar samoobstugowy

Analizujemy system kolejkowy z czasem dyskretnym o pojemnosci n. Jedna osoba jest obstu-
giwana, pozostate czekaja. Obserwujemy dtugos¢ kolejki x. Jezeli 0 < x < n, to z prawdopo-
dobienstwem p kolejka zwigksza sig o jedna osobg. Oprocz tego, niezaleznie, z prawdopodo-
bienstwem r zmniejsza si¢ o jedng obstuzong osobg. Jezeli x = 0 to mozliwe jest tylko przy-
bycie osoby (z prawdopodobienstwem p). Gdy x = n, nowa osoba odchodzi, nie czekajac w
kolejce. Zatem mozliwe jest tylko zmniejszenie si¢ kolejki (z prawdopodobienstwem r).
Sformutowac problem z wykorzystaniem tancucha Markowa (stany zdefiniowane przez liczbg
0s6b w kolejce).

Niech n, p i r beda parametrami programu. Wielko$¢ s = p / r nazywamy intensywnosciq
ruchu.

Policzy¢ analitycznie rozktad stacjonarny dla s < 1, s =11 s > 1. Na czym polegaja r6znice
miedzy wektorami w tych trzech sytuacjach?

Napisac¢ program symulujacy wyzej opisang kolejke. Policzy¢, jaka czgs¢ czasu kolejka ma
dtugos¢ j =0, 1, ..., n oraz srednia dtugos¢ kolejki. Pokaza¢, ze zachowanie kolejki zalezy od
tego,czy s<1l,s=1czys>1.

Niech § bedzie catkowitym czasem obstugi klienta (wraz z oczekiwaniem). Niech 7 bedzie
czasem migdzy przybyciem kolejnych klientéw. Pokaza¢, wykorzystujac techniki symula-
cyjne, ze E(S) = 1/r1 E(T) = 1/p.

16. Rzut kostka i podzielnosé¢ przez 7

Rzucamy kostka do gry. Niech S, bedzie suma oczek wyrzuconych w n rzutach, poczawszy
od pierwszego. Pokazac, ze istnieje warto$¢ graniczna dla proporcji pierwszych n wartosci S,
ktore sa podzielne przez 7. Policzy¢ wartos¢ tej granicy. Wskazéwka: zastosowa¢ odpowiedni
tancuch Markowa z siedmioma stanami. Przeanalizowa¢ podobne zagadnienia, na przyktad
podzielnos¢ przez 3. Czy w tamtych zagadnieniach uzyska si¢ podobne wyniki?



17. Trzy karty

Whbrew pozorom, jest to gra niekoniecznie hazardowa ©. Jest dwich graczy. Mamy trzy karty
oznaczone 1, 2 1 3. Mamy urzadzenie, ktére losuje nam liczby 1, 2 lub 3 z réwnym prawdo-
podobienstwem. Jedna osoba rozdaje karty. Jedna bierze sobie, dwie daje przeciwnikowi.
Ruch w grze polega na wylosowaniu liczby. Osoba, ktéra ma kart¢ o wylosowanym numerze
oddaje ja przeciwnikowi. Gra konczy sig¢, gdy jeden z graczy bedzie mial wszystkie karty.
Opisac gre pochtaniajacym tancuchem Markowa. Wskazowka: stany to liczba kart posiada-
nych przez ustalonego gracza. Znalez¢ macierz fundamentalna. Jak dlugo srednio bedzie
trwac gra? Jakie jest prawdopodobienstwo zwycigstwa rozdajacego? Jakie drugiego przeciw-
nika? Zaproponuj warianty tej gry.

18. Kostki do gry

a) Jak wiele kostek nalezy rzuci¢, aby mie¢ przynajmniej 95% szans¢ wyrzucenia 6 oczek?

b) Co jest najbardziej prawdopodobne: 1 szdstka przy rzucie 6 kosci, 2 przy 12 czy 3 przy
16?7

¢) Rzucamy n kostkami. Zabieramy wszystkie, na ktérych wypadta 1, rzucamy ponownie
pozostate. Kontynuujemy proces tak dlugo, az wszystkie kosci zostang wyeliminowane.
Jak wiele rzutéw do tego potrzeba (Srednio)? Zaprezentowac rezultaty jako funkcje n.
Jaka to funkcja? Znalez¢ ograniczenie gorne 1 dolne. Wskazdéwka: wykorzysta¢ tancuch
Markowa ze stanami bedacymi aktualna liczba kosci.

d) Sprobowac przeanalizowac warianty gry jak z punktu c).

19. Eksperymenty

Zat6zmy, ze pewien eksperyment ma m mozliwych, réwnie prawdopodobnych, wynikéw.
Powtarzamy ten eksperyment wielokrotnie. Pokazac, ze oczekiwana liczba eksperymentow,
ktore trzeba wykonac¢, aby uzyskac¢ k kolejnych powtérzen takich samych wynikéw wynosi
(m* = Di(m-1). Przyktadem takiego eksperymentu jest np. wielokrotny rzut moneta.
Wskazéwki: Zbudowa¢ pochtaniajacy tancuch Markowa z przestrzenia stanéw 1, 2, ..., k (k
jest stanem pochtaniajacym), gdzie przebywanie w stanie i oznacza, ze ostatni tancuch takich
samych wynikéw ma dhugo$é i. Sredni czas do uzyskania k kolejnych takich samych wyni-
kow jest o 1 wigkszy niz oczekiwany czas do pochlonigcia procesu startujacego ze stanu 1.
Uzasadniono, ze w rozwinigciu dziesi¢tnym liczby pi, poczawszy od cyfry o numerze
24.658.601 nastgpuje ciag dziewigciu siddemek. Jaki jest oczekiwany czas do wystapienia
takiego samego podciagu w losowym ciagu cyfr? Rozwiaza¢ problem analitycznie (najlepiej
w funkcji m 1 k) oraz sprawdzi€ analitycznie i symulacyjnie dla zagadnien rzutu moneta i
kostka.

20. Szczur

Szczur porusza si¢ w labiryncie sktadajacym si¢ z dziewigciu pomieszczen (jak pola do gry w
kotko i1 krzyzyk). W srodkowym pomieszczeniu znajduje sig ser. Z kazdego pola szczur moze
przejs¢ do kazdego z pdl sasiednich (przylegtego do niego bokiem) z réwnym prawdopodo-
bienstwem. Sformutowac tancuch Markowa opisujacy zachowanie szczura (wskazéwka: zde-
finiowa¢ dziewigC stanow, w tym jeden stan pochlaniajacy), napisa¢ jego macierz przejscia.
Znalez¢ $redni czas (analitycznie, korzystajac z odpowiednich twierdzen i symulacyjnie),
ktory potrzebny jest szczurowi do znalezienia sera, przy zatozeniu, ze rozpoczyna on poszu-
kiwania w réznych pomieszczeniach. Przeanalizowa¢ macierz fundamentalng N. Czy mozna
znalez¢ w niej co$ interesujacego (wskazowka: spojrz na przekatng)?



21. Pchia (modyfikacja zadania 7 listy)

Zadanie o pchle mozna rozwiaza¢ w dwdéch wersjach:

a) pchta moze pozosta¢ w danych stanie lub przej$¢ do innego z rownymi prawdopodobien-
stwami (1/4)

b) pchia nie moze pozosta¢ w tym samym stanie — odpowiada to prawdopodobienstwom
réwnym 1/3

Sprébowac przeanalizowac obie wersje, symulacyjnie i analitycznie.

Jaki jest oczekiwany czas zycia pchly (w zalezno$ci od wyboru stanu poczatkowego)?

22. Daltonizm (modyfikacja zadania z listy; zadanie z listy bedzie objasnione na zajeciach)
Analizujemy dziedziczenie daltonizmu (z kojarzeniem krewniaczym, jak na liscie zadan). Sa
dwa geny: g i1 G, pierwszy z nich powoduje daltonizm, drugi zapewnia normalne rozréznianie
koloréw. Gen G jest dominujacy. M¢zczyzna ma tylko jeden gen. Jezeli jest to g, jest daltoni-
sta. Mezczyzna dziedziczy jeden gen z dwoch genéw matki, kobieta — jeden gen od kazdego z
rodzicow (stosujemy tutaj prawo Mendla). Zatem megzczyzna moze by¢ typu G albo g, kobieta
natomiast GG, Gg albo gg.

Zdefiniowac przestrzen stanow (wskazdéwka: jest ich sze$¢). Wyliczy¢ prawdopodobienstwa
przejscia. Zauwazy¢, ze tancuch Markowa z zadania jest tancuchem pochtaniajacym. Wyli-
czy¢ Sredni czas do pochtonigcia, analitycznie (macierze N, NR 1 Nc) 1 symulacyjnie. Zinter-
pretowac rezultaty. Jak zachowuja si¢ kolejne potegi macierzy przejscia? Czy jest tak
zbieznos¢?

UWAGA:

Metodyka rozwiazywania wszystkich zadan z fancuchéw Markowa jest podobna. Najpierw
nalezy zdefiniowac przestrzen stanéw oraz posta¢ macierzy przejscia.

W kazdym przypadku nalezy si¢ zastanowic¢, czy tancuch jest pochtaniajacy, regularny, czy
jest ergodyczny itp. Co wynika z wtasnosci tancucha?

Jezeli tancuch jest pochtaniajacy (a w znakomitej wigkszosci problemow tak jest), to zasta-
nawiamy si¢ nad nastgpujacymi kwestiami. Gdy proces osiagnie stan absorbujacy, méwimy,
ze jest pochlonigty. W sposdb naturalny pojawiaja si¢ pytania: Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze proces osiagnie kiedykolwiek dany stan pochtaniajacy? Ile razy (§rednio) proces
przebywa w kazdym stanie chwilowym, zanim zostanie pochtonigty? Jaki czas (Srednio)
uptywa do momentu pochtonigcia procesu startujacego z danego stanu chwilowego? Oczywi-
scie, w ogdlnosci, odpowiedzi na te pytania zaleza od stanu poczatkowego procesu i od ma-
cierzy przejscia. Obliczenia te nalezy wykonac korzystajac z odpowiednich twierdzen oraz
symulacyjnie, z pomoca wlasnorgcznie napisanego programu.

Program ten powinien mie¢ mozliwos¢ tatwej zmiany parametréw i analizy ich wptywu na
wlasnosci procesu. Bardzo waznym elementem sa eksperymenty i analiza wynikéw. W kaz-
dym z zadan nalezy prébowac postawi¢ sobie wtasne pytania i podja¢ probg odpowiedzi na
nie. Powodzenia!
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