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Modelowanie stochastyczne 
Lista 3 

 
 
1. Spacer 
M��czyzna chodzi wzdłu� odcinka ulicy Parkowej, do którego dochodzi pi�� przecznic. Mi�-
dzy ka�dymi s�siednimi przecznicami do ulicy Parkowej przylega budynek (patrz rysunek). 
M��czyzna ten znajduje si� pod wpływem alkoholu. Skrzy�owania ulic oznaczono numerami 
0, ..., 4. Je�li m��czyzna znajduje si� przy rogu numer 1, 2 lub 3, idzie w prawo lub w lewo z 
prawdopodobie�stwem ½. Spacer ko�czy si� w momencie doj�cia do rogu 0, przy którym 
znajduje si� jego dom albo do rogu 4, gdzie znajduje si� bar. Opisane zjawisko mo�na opisa� 
procesem Markowa. Stany 1, 2 i 3 s� stanami chwilowymi: z ka�dego z nich mo�liwe jest 
osi�gni�cie stanu pochłaniaj�cego 0 lub 4. Zatem ła�cuch Markowa z zadania jest ła�cuchem 
pochłaniaj�cym. Gdy proces osi�gnie stan absorbuj�cy, mówimy, �e jest pochłoni�ty. W spo-
sób naturalny pojawiaj� si� pytania: Jakie jest prawdopodobie�stwo, �e proces osi�gnie kie-
dykolwiek dany stan pochłaniaj�cy? Ile razy (�rednio) proces przebywa w ka�dym stanie 
chwilowym, zanim zostanie pochłoni�ty? Jaki czas (�rednio) upływa do momentu pochłoni�-
cia procesu startuj�cego z danego stanu chwilowego? Oczywi�cie, w ogólno�ci, odpowiedzi 
na te pytania zale�� od stanu pocz�tkowego procesu i od macierzy przej�cia. 
Napisa� macierz przej�cia procesu, wykona� obliczenia korzystaj�c z odpowiednich twier-
dze� oraz symulacyjnie. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. Kraina Oz 
W pewnej krainie pogoda jest bardzo zmienna. Niestety, nigdy nie wyst�puj� tam dwa po-
godne dni pod rz�d. Je�li jest pogodny dzie�, nast�pnego dnia z równym prawdopodobie�-
stwem mo�e pada� deszcz, jak i �nieg. Je�eli pewnego dnia pada �nieg, nast�pnego b�dzie 
padał deszcz lub b�dzie ładna pogoda z prawdopodobie�stwami ¼, natomiast ponownych 
opadów �niegu mo�emy spodziewa� si� z prawdopodobie�stwem ½. 
Przyjmuj�c oznaczenia D – deszcz, Ł – ładna pogoda oraz � – �nieg zjawisko mo�emy opisa� 
poni�sz� macierz� przej�cia. 
 
 D Ł � 
D 1 0 0 
Ł ½ 0 ½ 
� ¼ ¼ ½ 
 
Znale�� macierz fundamentaln� N, Nc i NR. Zinterpretowa� rezultaty. Uzyska� wybrane re-
zultaty metodami symulacyjnymi. Porówna� z wynikami analitycznymi. Jak wygl�da ma-
cierz Pn? Czy ci�g Pn jest zbie�ny (sprawdzi� regularno�� ła�cucha)? Je�eli tak, jaka jest in-
terpretacja tego faktu? 

0 1 2 3 4 
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3. Zawody 
Załó�my, �e zawody mo�na podzieli� na nast�puj�ce grupy: pracownik fizyczny niewykwali-
fikowany (p.f.n.), pracownik fizyczny wykwalifikowany (p.f.w.) oraz pracownik umysłowy 
(p.u.). Wiemy, �e synowie p.u. w 80% s� p.u., w 10% p.f.n. i w 10% p.f.w. Synowie p.f.w. s� 
w 60% p.f.w., w 20% p.u. i w 20% p.f.n. Wreszcie, synowie p.f.n. staj� si� w 50% p.f.n., na-
tomiast pozostali, z równym prawdopodobie�stwem pracuj� w zawodach z dwóch pozosta-
łych grup. Załó�my dodatkowo, �e ka�dy ma przynajmniej jednego syna. Sformułowa� ła�-
cuch Markowa oraz macierz przej�cia opisuj�cy zawód kolejnych potomków. Znale�� praw-
dopodobie�stwo (analitycznie), �e wnuk p.f.n. b�dzie p.u. Policzy� technikami symulacyj-
nymi inne prawdopodobie�stwa. 
 
4. Szkoła medyczna 
Student pewnej czteroletniej uczelni medycznej ka�dego roku wylatuje z tej uczelni z praw-
dopodobie�stwem q, z prawdopodobie�stwem r powtarza rok i z prawdopodobie�stwem p 
przechodzi na rok wy�szy (oczywiste jest, �e p + q + r = 1). 
a) Sformułowa� macierz przej�cia dla problemu bior�c zbiór stanów W, 1, 2, 3, 4, D, gdzie 

W oznacza przymusowe opuszczenie murów uczelni, D – uzyskanie dyplomu, a pozostałe 
stany s� kolejnymi latami studiów.  

b) Dla przypadku q = 0,1, r = 0,2, p = 0,7 znale�� czas, jaki student wła�nie rozpoczynaj�cy 
studia sp�dzi na drugim roku. Jak długo student b�dzie studiował? 

c) Znale�� prawdopodobie�stwo uzyskania dyplomu przez studenta rozpoczynaj�cego wła-
�nie nauk�. 

Rozwi�za� wskazane zagadnienia technikami symulacyjnymi. 
 
5. Skarpety 
Pewien naukowiec ma cztery pary skarpetek. Post�puje on według nast�puj�cego schematu. 
Zakłada pewn� par� skarpetek. Nast�pnego dnia nie zakłada ju� tej samej pary. Wybiera lo-
sowo jedn� z pozostałych (zakładamy, �e prawdopodobie�stwo wyboru ka�dej z nich jest 
równe). Wiemy, �e naukowiec ten nie zakłada nigdy tej samej pary skarpetek dwa dni pod 
rz�d. Wiemy równie�, �e ka�dego dnia u�yte skarpety s� prane i tym samym gotowe do no-
szenia dnia nast�pnego. 
Napisa� macierz przej�cia P, nast�pnie zmodyfikowa� j� wprowadzaj�c np. stan pochłania-
j�cy albo pewne preferencje naszego bohatera co do wyboru skarpet (prawdopodobie�stwa 
nie b�d� wtedy równe). Policzy� technikami symulacyjnymi co� ciekawego. Sprawdzi�, w 
jakich przypadkach istnieje macierz P∞. 
 
*6. Zadanie o komputerach z listy standardowej. 
 
*7. Zadanie o zbiorniku z listy standardowej 
 
8. Prezydent / głuchy telefon 
Prezydent RP powiedział pewnej osobie, czy zamierza kandydowa� w nast�pnej kadencji, czy 
nie. Osoba ta przekazuje informacj� osobie nast�pnej, jednak mo�e poda� jej „inn� wersj� 
prawdy”. Osoba wła�nie poinformowana mówi osobie nast�pnej itp. Odpowied� „tak” zostaje 
przekazana bez zniekształce� z pr. 1 - a dla pewnego a. Z pr. a zamiast „tak” osoba nast�pna 
usłyszy „nie”. Odpowied� „nie” – z pr. 1 - b b�dzie przekazana poprawnie. 
Okre�lmy stany ła�cucha Markowa jako tak/nie. Stan pocz�tkowy to deklaracja prezydenta. 
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Przyjmijmy a = 0 i b = ½. Napisa� macierz przej�cia P, wyznaczy� P2 i P3. Co stanie si� z Pn, 
gdy n b�dzie d��y� do niesko�czono�ci? Zinterpretowa� podany rezultat. 
Zbada� zachowanie ła�cucha dla ró�nych a i b. 
 
9. Spacer – modyfikacja 
W przykładzie z zadania 1 zmieni� prawdopodobie�stwa przej�cia w sposób nast�puj�cy: 
m��czyzna idzie w prawo z pr. 2/3, w lewo z pr. 1/3. Znale�� macierz fundamentaln� N, Nc i 
NR. Policzy� technikami symulacyjnymi wybrane elementy tych macierzy. 
 
10. Wi�zie� 
Aresztant Iksi�ski ma 3 dolary. Mo�e wyj�� za kaucj� w wysoko�ci 8 dolarów. Stra�nik zgo-
dził si� zagra� z nim w pewn� gr� hazardow�. Je�eli osadzony Iksi�ski postawi A dolarów, 
wygrywa A dolarów z pr. 0,4 i przegrywa A z pr. 0,6. Znale�� prawdopodobie�stwo, �e Iksi�-
ski wygra 8 dolarów i wyjdzie za kaucj� zanim straci wszystkie pieni�dze w nast�puj�cych 
przypadkach (u�ywaj�c ró�nych strategii): 
a) za ka�dym razem stawia dolara 
b) za ka�dym razem stawia tak du�o, jak to mo�liwe, ale tak, by nie przekroczy� 8 dolarów 
Która strategia daje wi�ksz� szans�? Odpowiedzie� na to pytanie stosuj�c model Markowa i 
technik� symulacyjn�. 
 
11. Problem ruiny gracza 
Gracz bierze udział w grze hazardowej. Za ka�dym razem wygrywa dolara z pr. p lub prze-
grywa go z pr. q = 1 – p. Problem ruiny gracza polega na znalezieniu prawdopodobie�stwa wx 
wygrania kwoty T zanim straci wszystko, startuj�c z kwot� x. Pokaza�, �e ten problem mo�e 
by� modelowany pochłaniaj�cym ła�cuchem Markowa ze zbiorem stanów 0, 1, 2, …, T ze 
stanami pochłaniaj�cymi 0 i T. Załó�my, �e prawdopodobie�stwo wygranej w ka�dej z gier 
wynosi p = 0,48. Załó�my dodatkowo, �e gracz zaczyna z x = 50 dolarami i chce uzyska� T = 
100 dolarów. Wykona� symulacj� takiej gry wielokrotnie i policzy�, jak cz�sto nasz gracz 
przegrał wszystkie pieni�dze. W ten sposób uzyskamy estymator w50. Poeksperymentowa� z 
ró�nymi p. 
 
*12. Miasto 
Miasto podzielono na trzy obszary oznaczone umownie 1, 2 i 3. Oszacowano, �e ka�dy z ob-
szarów emituje ka�dego dnia u1, u2 i u3 ilo�ci zanieczyszczenia, odpowiednio. Cz��� qij zanie-
czyszczenia pochodz�cego z regionu i trafia nast�pnego dnia do regionu j. Frakcja 
qi = suma(qij, j = 1, 2, 3) > 0 ucieka do atmosfery. Oznaczmy przez wi

(n) ilo�� zanieczyszcze� 
w regionie i po n dniach. Oczywi�cie w(n) jest wektorem składaj�cym si� z elementów wi

(n). 
a) Pokaza�, �e w(n) = u + uQ + … + uQn-1. 
b) Pokaza�, �e w(n) ma granic� w przy n d���cym do niesko�czono�ci. Ile wynosi ta granica? 

Pokaza�, jak obliczy� w maj�c u. 
c) Władze chc� ograniczy� poziom zanieczyszcze� podaj�c w. Pokaza�, jak mo�na wyzna-

czy� u maj�c dane w. 
Wskazówka: zastosowa� ła�cuch Markowa z jednym stanem pochłaniaj�cym. Wykona� 
symulacje komputerowe. 
 
*13. Model Ehrenfesta dyfuzji gazu 
Mamy dwa naczynia poł�czone niewielkim otworem. Cz�steczki gazu przemieszczaj� si� z 
jednego naczynia do drugiego. Matematycznym modelem tego zjawiska mog� by� dwie urny. 
Najpierw prosty przykład: w ka�dej z nich s� dwie kule. Kule modeluj� cz�steczki gazu. W 
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ka�dym kroku wybrana losowo kula przenoszona jest do drugiej urny. Opiszemy ten proces 
ła�cuchem Markowa. Stany procesu to liczba kul w pierwszej urnie. 
Macierz przej�cia dla tego procesu wygl�da nast�puj�co: 
 0 1 2 3 4 
0 0 1 0 0 0 
1 1/4 0 3/4 0 0 
2 0 1/2 0 1/2 0 
3 0 0 3/4 0 1/4 
4 0 0 0 1 0 
Standardowo proces rozpoczyna si� w sytuacji, gdy gaz znajduje si� w drugim naczyniu. 
Oznacza to start ze stanu 0 (czyli brak kul w pierwszej urnie). Po parzystej liczbie kroków 
proces b�dzie w stanie 0, 2 lub 4. Po nieparzystej – w 1 lub 3. Zauwa�, �e analizowany 
ła�cuch Markowa jest ergodyczny, ale nie jest regularny. 
 
Rozwa�my teraz model Ehrenfesta dla 2n kul (cz�steczek). W ka�dej sekundzie losowo wy-
brana jedna z 2n kul przenoszona jest do drugiej urny. Je�eli w pierwszej urnie mamy i kul, to 
z prawdopodobie�stwem 1/2n bierzemy jedn� z nich i przenosimy do drugiej. Z prawdopodo-
bie�stwem (2n - i)/2n przenosimy kul� z urny drugiej do pierwszej. W ka�dej sekundzie 
liczba kul i w pierwszej urnie opisuje stan naszego systemu. Ponownie wykorzystamy proces 
Markowa. Ze stanu i mo�na przej�� tylko do stanu i - 1 albo i + 1. Prawdopodobie�stwa 
przej�cia dane s� wzorami: 
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Jeste�my zainteresowani długoterminow� prognoz� stanu procesu. Wiadomo, �e rozkład 
stacjonarny w mo�na skonstruowa� z pomoc� rozkładu dwumianowego z parametrami 2n i 

1/2. Oznacza to losowe rozmieszczenie kul w urnach. Zatem 
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Napisa� program symuluj�cy proces. Przedstawi� graficznie jego trajektorie. Co b�dzie, gdy 
wystartujemy ze stanu 0? Co stanie si�, gdy wystartujemy z równ� liczb� kul w ka�dej urnie? 
Jak proces wygl�da dla ró�nych n (małych, du�ych)? Niech jedna urna b�dzie "uprzywilejo-
wana": kule z niej b�d� przechodzi� do drugiej z wi�kszym prawdopodobie�stwem. Jak 
wtedy zachowuje si� nasz proces? 
Jak wygl�daj� pot�gi macierzy przej�cia dla rosn�cego wykładnika? Czy jest zbie�no�� 
(wskazówka: regularno�� ła�cucha)? Jaka jest interpretacja zbie�no�ci lub jej braku? 
 
*14. Model ekonomiczny Leontiewa 
Mamy n przedsi�biorstw oznaczonych liczbami 1, 2, …, n. i-te przedsi�biorstwo potrzebuje 
liczb� 0 <= qij <= 1 produktów przedsi�biorstwa j (warto�� produktów w PLN), aby wypro-
dukowa� produkty warto�ci 1 PLN. Wymagania rynku (wymagania zewn�trzne) co do pro-
dukcji przedsi�biorstw opisuje wektor d = (d1, d2, …, dn). Niech Q b�dzie macierz� składaj�c� 
si� z elementów qij. 
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a) Pokaza�, �e je�eli przedsi�biorstwa wytwarzaj� produkty o warto�ciach x = (x1, x2, …, xn), 
to do spełnienia wewn�trznych wymaga� przedsi�biorstw (czyli takich, które s� konieczne 
do produkcji) wystarcza wektor xQ. 

b) Pokaza�, �e wymagania zewn�trzne d i wymagania wewn�trzne zostan� spełnione, gdy 
przedsi�biorstwa wyprodukuj� ł�cznie produkty o warto�ciach x = (x1, x2, …, xn), taki �e 
x = xQ + d. 

c) Pokaza�, �e je�eli Q jest macierz� przej�cia pochłaniaj�cego ła�cucha Markowa, to jest 
mo�liwe spełnienie dowolnych wymaga� zewn�trznych. 

d) Załó�my, �e sumy elementów w wierszach macierzy Q s� mniejsze lub równe 1. Poda� 
interpretacj� ekonomiczn� tego zało�enia. Utworzy� ła�cuch Markowa, w którym stany 
reprezentuj� przedsi�biorstwa, prawdopodobie�stwa przej�cia s� równe qij. Doda� po-
chłaniaj�cy stan 0, aby uzyska� "prawdziwy" ła�cuch Markowa. Zdefiniujmy prawdopo-
dobie�stwo przej�cia do tego stanu jako �−=

j
iji qq 10 . Pokaza�, �e ten ła�cuch b�dzie 

pochłaniaj�cy, je�eli ka�da firma albo przynosi dochód, albo zale�y od firmy przynosz�cej 
dochód. 

Nale�y postawi� pytania i odpowiedzie� na nie stosuj�c techniki symulacyjne. W punktach a), 
b) i c) policzy� analitycznie. 
 
15. Bar samoobsługowy 
Analizujemy system kolejkowy z czasem dyskretnym o pojemno�ci n. Jedna osoba jest obsłu-
giwana, pozostałe czekaj�. Obserwujemy długo�� kolejki x. Je�eli 0 < x < n, to z prawdopo-
dobie�stwem p kolejka zwi�ksza si� o jedn� osob�. Oprócz tego, niezale�nie, z prawdopodo-
bie�stwem r zmniejsza si� o jedn� obsłu�on� osob�. Je�eli x = 0 to mo�liwe jest tylko przy-
bycie osoby (z prawdopodobie�stwem p). Gdy x = n, nowa osoba odchodzi, nie czekaj�c w 
kolejce. Zatem mo�liwe jest tylko zmniejszenie si� kolejki (z prawdopodobie�stwem r). 
Sformułowa� problem z wykorzystaniem ła�cucha Markowa (stany zdefiniowane przez liczb� 
osób w kolejce). 
Niech n, p i r b�d� parametrami programu. Wielko�� s = p / r nazywamy intensywno�ci� 
ruchu.  
 
Policzy� analitycznie rozkład stacjonarny dla s < 1, s = 1 i s > 1. Na czym polegaj� ró�nice 
mi�dzy wektorami w tych trzech sytuacjach? 
Napisa� program symuluj�cy wy�ej opisan� kolejk�. Policzy�, jak� cz��� czasu kolejka ma 
długo�� j = 0, 1, …, n oraz �redni� długo�� kolejki. Pokaza�, �e zachowanie kolejki zale�y od 
tego, czy s < 1, s = 1 czy s > 1. 
 
Niech S b�dzie całkowitym czasem obsługi klienta (wraz z oczekiwaniem). Niech T b�dzie 
czasem mi�dzy przybyciem kolejnych klientów. Pokaza�, wykorzystuj�c techniki symula-
cyjne, �e E(S) = 1/r i E(T) = 1/p. 
 
16. Rzut kostk� i podzielno�� przez 7 
Rzucamy kostk� do gry. Niech Sn b�dzie sum� oczek wyrzuconych w n rzutach, pocz�wszy 
od pierwszego. Pokaza�, �e istnieje warto�� graniczna dla proporcji pierwszych n warto�ci Sn, 
które s� podzielne przez 7. Policzy� warto�� tej granicy. Wskazówka: zastosowa� odpowiedni 
ła�cuch Markowa z siedmioma stanami. Przeanalizowa� podobne zagadnienia, na przykład 
podzielno�� przez 3. Czy w tamtych zagadnieniach uzyska si� podobne wyniki? 
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17. Trzy karty 
Wbrew pozorom, jest to gra niekoniecznie hazardowa �. Jest dwóch graczy. Mamy trzy karty 
oznaczone 1, 2 i 3. Mamy urz�dzenie, które losuje nam liczby 1, 2 lub 3 z równym prawdo-
podobie�stwem. Jedna osoba rozdaje karty. Jedn� bierze sobie, dwie daje przeciwnikowi. 
Ruch w grze polega na wylosowaniu liczby. Osoba, która ma kart� o wylosowanym numerze 
oddaje j� przeciwnikowi. Gra ko�czy si�, gdy jeden z graczy b�dzie miał wszystkie karty. 
Opisa� gr� pochłaniaj�cym ła�cuchem Markowa. Wskazówka: stany to liczba kart posiada-
nych przez ustalonego gracza. Znale�� macierz fundamentaln�. Jak długo �rednio b�dzie 
trwa� gra? Jakie jest prawdopodobie�stwo zwyci�stwa rozdaj�cego? Jakie drugiego przeciw-
nika? Zaproponuj warianty tej gry. 
 
18. Kostki do gry 
a) Jak wiele kostek nale�y rzuci�, aby mie� przynajmniej 95% szans� wyrzucenia 6 oczek? 
b) Co jest najbardziej prawdopodobne: 1 szóstka przy rzucie 6 ko�ci, 2 przy 12 czy 3 przy 

16? 
c) Rzucamy n kostkami. Zabieramy wszystkie, na których wypadła 1, rzucamy ponownie 

pozostałe. Kontynuujemy proces tak długo, a� wszystkie ko�ci zostan� wyeliminowane. 
Jak wiele rzutów do tego potrzeba (�rednio)? Zaprezentowa� rezultaty jako funkcj� n. 
Jaka to funkcja? Znale�� ograniczenie górne i dolne. Wskazówka: wykorzysta� ła�cuch 
Markowa ze stanami b�d�cymi aktualn� liczb� ko�ci. 

d) Spróbowa� przeanalizowa� warianty gry jak z punktu c). 
 
19. Eksperymenty 
Załó�my, �e pewien eksperyment ma m mo�liwych, równie prawdopodobnych, wyników. 
Powtarzamy ten eksperyment wielokrotnie. Pokaza�, �e oczekiwana liczba eksperymentów, 
które trzeba wykona�, aby uzyska� k kolejnych powtórze� takich samych wyników wynosi 
(mk – 1)/(m-1). Przykładem takiego eksperymentu jest np. wielokrotny rzut monet�. 
Wskazówki: Zbudowa� pochłaniaj�cy ła�cuch Markowa z przestrzeni� stanów 1, 2, …, k (k 
jest stanem pochłaniaj�cym), gdzie przebywanie w stanie i oznacza, �e ostatni ła�cuch takich 
samych wyników ma długo�� i. �redni czas do uzyskania k kolejnych takich samych wyni-
ków jest o 1 wi�kszy ni� oczekiwany czas do pochłoni�cia procesu startuj�cego ze stanu 1. 
Uzasadniono, �e w rozwini�ciu dziesi�tnym liczby pi, pocz�wszy od cyfry o numerze 
24.658.601 nast�puje ci�g dziewi�ciu siódemek. Jaki jest oczekiwany czas do wyst�pienia 
takiego samego podci�gu w losowym ci�gu cyfr? Rozwi�za� problem analitycznie (najlepiej 
w funkcji m i k) oraz sprawdzi� analitycznie i symulacyjnie dla zagadnie� rzutu monet� i 
kostk�. 
 
20. Szczur 
Szczur porusza si� w labiryncie składaj�cym si� z dziewi�ciu pomieszcze� (jak pola do gry w 
kółko i krzy�yk). W �rodkowym pomieszczeniu znajduje si� ser. Z ka�dego pola szczur mo�e 
przej�� do ka�dego z pól s�siednich (przyległego do niego bokiem) z równym prawdopodo-
bie�stwem. Sformułowa� ła�cuch Markowa opisuj�cy zachowanie szczura (wskazówka: zde-
finiowa� dziewi�� stanów, w tym jeden stan pochłaniaj�cy), napisa� jego macierz przej�cia. 
Znale�� �redni czas (analitycznie, korzystaj�c z odpowiednich twierdze� i symulacyjnie), 
który potrzebny jest szczurowi do znalezienia sera, przy zało�eniu, �e rozpoczyna on poszu-
kiwania w ró�nych pomieszczeniach. Przeanalizowa� macierz fundamentaln� N. Czy mo�na 
znale�� w niej co� interesuj�cego (wskazówka: spójrz na przek�tn�)? 
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21. Pchła (modyfikacja zadania z listy) 
Zadanie o pchle mo�na rozwi�za� w dwóch wersjach: 
a) pchła mo�e pozosta� w danych stanie lub przej�� do innego z równymi prawdopodobie�-

stwami (1/4) 
b) pchła nie mo�e pozosta� w tym samym stanie – odpowiada to prawdopodobie�stwom 

równym 1/3 
Spróbowa� przeanalizowa� obie wersje, symulacyjnie i analitycznie. 
Jaki jest oczekiwany czas �ycia pchły (w zale�no�ci od wyboru stanu pocz�tkowego)? 
 
22. Daltonizm (modyfikacja zadania z listy; zadanie z listy b�dzie obja�nione na zaj�ciach) 
Analizujemy dziedziczenie daltonizmu (z kojarzeniem krewniaczym, jak na li�cie zada�). S� 
dwa geny: g i G, pierwszy z nich powoduje daltonizm, drugi zapewnia normalne rozró�nianie 
kolorów. Gen G jest dominuj�cy. M��czyzna ma tylko jeden gen. Je�eli jest to g, jest daltoni-
st�. M��czyzna dziedziczy jeden gen z dwóch genów matki, kobieta – jeden gen od ka�dego z 
rodziców (stosujemy tutaj prawo Mendla). Zatem m��czyzna mo�e by� typu G albo g, kobieta 
natomiast GG, Gg albo gg. 
Zdefiniowa� przestrze� stanów (wskazówka: jest ich sze��). Wyliczy� prawdopodobie�stwa 
przej�cia. Zauwa�y�, �e ła�cuch Markowa z zadania jest ła�cuchem pochłaniaj�cym. Wyli-
czy� �redni czas do pochłoni�cia, analitycznie (macierze N, NR i Nc) i symulacyjnie. Zinter-
pretowa� rezultaty. Jak zachowuj� si� kolejne pot�gi macierzy przej�cia? Czy jest tak 
zbie�no��? 
 
 
UWAGA: 
Metodyka rozwi�zywania wszystkich zada� z ła�cuchów Markowa jest podobna. Najpierw 
nale�y zdefiniowa� przestrze� stanów oraz posta� macierzy przej�cia. 
W ka�dym przypadku nale�y si� zastanowi�, czy ła�cuch jest pochłaniaj�cy, regularny, czy 
jest ergodyczny itp. Co wynika z własno�ci ła�cucha? 
Je�eli ła�cuch jest pochłaniaj�cy (a w znakomitej wi�kszo�ci problemów tak jest), to zasta-
nawiamy si� nad nast�puj�cymi kwestiami. Gdy proces osi�gnie stan absorbuj�cy, mówimy, 
�e jest pochłoni�ty. W sposób naturalny pojawiaj� si� pytania: Jakie jest prawdopodobie�-
stwo, �e proces osi�gnie kiedykolwiek dany stan pochłaniaj�cy? Ile razy (�rednio) proces 
przebywa w ka�dym stanie chwilowym, zanim zostanie pochłoni�ty? Jaki czas (�rednio) 
upływa do momentu pochłoni�cia procesu startuj�cego z danego stanu chwilowego? Oczywi-
�cie, w ogólno�ci, odpowiedzi na te pytania zale�� od stanu pocz�tkowego procesu i od ma-
cierzy przej�cia. Obliczenia te nale�y wykona� korzystaj�c z odpowiednich twierdze� oraz 
symulacyjnie, z pomoc� własnor�cznie napisanego programu.  
Program ten powinien mie� mo�liwo�� łatwej zmiany parametrów i analizy ich wpływu na 
własno�ci procesu. Bardzo wa�nym elementem s� eksperymenty i analiza wyników. W ka�-
dym z zada� nale�y próbowa� postawi� sobie własne pytania i podj�� prób� odpowiedzi na 
nie. Powodzenia! 
 
 
 
 
 
 
 
opracowano na podstawie ksi��ki 
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