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Procesy Poissona a podzial komorek
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Zadanie 3. — Podziat komérek (lista dodatkowa)

1.Zarys zagadnienia

Zadanie polega na obliczeniu statystyk dlugosci zycia przy zatozeniu prawdziwosci
pewnej teorii. Glosi ona, iz w podziale ludzkich komorek nastgpuja pomyiki, ktérych poja-
wianie si¢ mozna opisa¢ procesem Poissona o intensywnosci A = 2,5 w ciagu roku. Gdy liczba
pomytek osiagnie warto$¢ C = 196 nastgpuje zgon.

W teorii tej jest jeden wspolny model dla kobiet i me¢zczyzn. Analiza tablic umieralnos$ci
(z roku 1998) 1 wykreslonych na ich podstawie krzywych przezycia sugeruje, iz takie
podejscie jest bledne, gdyz przecigtny czas trwania zycia jest dla mgzczyzn znacznie krotszy
niz dla kobiet. Dlatego nalezy sprobowa¢ dopasowaé model osobno dla kobiet i mgzczyzn
tak, aby rzeczywiste i teoretyczne ksztatty krzywych byly do siebie jak najbardziej zblizone.
W tym celu, w dalszej czgsci zostang wyestymowane nowe parametry modelu (intensywnosé
1 krytyczna ilo$¢ biednych komorek).

2.0bliczeniadlaA=2,5iC =196
Oznaczenie: X — dlugos¢ zycia (w ukonczonych latach)

Tabela 1. Parametry statystyczne modelu.

X s S P(X < 67,2)
78,045 29,02 5,39 0,02
Tabela 2. Prawdopodobienstwo dozycia danego wieku.
wiek | P(X> wiek) | wiek | P(X> wiek) | wiek | P(X> wiek)
0 1 34 1 68 0,95
1 1 35 1 69 0,95
2 1 36 1 70 0,91
3 1 37 1 71 0,89
4 1 38 1 72 0,84
5 1 39 1 73 0,79
6 1 40 1 74 0,74
7 1 41 1 75 0,66
8 1 42 1 76 0,58
9 1 43 1 77 0,50
10 1 44 1 78 0,39
11 1 45 1 79 0,30
12 1 46 1 80 0,22
13 1 47 1 81 0,19
14 1 48 1 82 0,16
15 1 49 1 83 0,15
16 1 50 1 84 0,11
17 1 51 1 85 0,07
18 1 52 1 86 0,05
19 1 53 1 87 0,03
20 1 54 1 88 0,03
21 1 55 1 89 0,01
22 1 56 1 90 0,01
23 1 57 1 91 0,01
24 1 58 1 92 0,01
25 1 59 1 93 0,01
26 1 60 1 94 0,01
27 1 61 1 95 0,01
28 1 62 1 96 0,01
29 1 63 1 97 0
30 1 64 1 98 0
31 1 65 0,99 99 0
32 1 66 0,98 100 0
33 1 67 0,96
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Rysunek 1. Krzywa przezycia dla modeluzA=2,51C = 196.

3.Metoda estymacji

Dane w tablicach dlugosci zycia sa wyznaczane dla calkowitych wartosci wieku
cztowieka. Krzywa w modelu zostata obliczona dla tych samych wartosci, gdyz wyznaczanie
punktéw dla wspotrzednych niecatkowitych w takiej sytuacji nie miato wigkszego sensu (nie
mozna by byto ich porowna¢ z rzeczywistymi wynikami). W wigkszosci przypadkow
rozbiezno$¢ pomigdzy krzywymi na odcinku réwnym jeden mozna policzy¢ dokladnie ze
wzoru na pole trapezu o wysokosci jeden (odleglo$¢ pomigdzy kolejnymi latami), poniewaz
wzor ten jest prawidtowy takze dla rownolegltobokéw (wige tym bardziej prostokatow
1 kwadratow). Niedoktadno$¢ pojawia si¢ jedynie wtedy, gdy krzywe przecinaja si¢ pomigdzy
przyjetymi weztami — w punkcie odpowiadajacym niecatkowitej wartosci wieku. Obliczony
btad jest wtedy nieco wigkszy niz w rzeczywistosci. Nie sa to jednak sytuacje na tyle czgste,
a wartos$ci na tyle duze, by zaburzylo istotnie wyniki.

Estymacja optymalnych parametréw procesu Poissona polegata na wybraniu do analizy
przedziatow parametrow, zdyskretyzowaniu a nastgpnie obliczeniu btedow dopasowania dla
kazdego powstalego w ten sposob wezta. Okazato sig, iz dla kazdej wartoSci intensywnos$ci
procesu istnieje pewna wartos¢ krytycznej liczby pomytek (oczywiscie catkowita), dla ktorej
btad jest minimalny. Jednakze wraz ze wzrostem intensywnos$ci minima te sg coraz wigksze.
Dlatego optymalne warto$ci parametrow byly wyszukiwane dla niskich intensywnosci
poprzez zmniejszanie i rbwnoczesne zaggszczanie badanych przedziatow.

Dla kazdej pary parametrow blad dopasowania byt liczony dla krzywej utworzonej na
podstawie 100 przebiegéw procesu. Dodatkowo dla kazdego punktu, w ktorym pojawito si¢
minimum dostatecznie niskie, by zostato zaakceptowane (jako kryterium przyjgte zostato
niedopasowanie nizsze od 4%), w ramach weryfikacji btad byl wyliczany ponownie, kilka
razy — dla krzywej utworzonej na podstawie 1000 przebiegdw procesu.

Mozna w tym momencie postawié pytanie o to, jak dalece doktadnie mozna dopasowywaé
wykres. Skoro minima rosna wraz ze wzrostem intensywnosci, to moze maleja do zera wraz z
jej zmniejszaniem si¢? Niestety, idealne dopasowanie nie jest mozliwe — dla bardzo matych
intensywnosci (mniejszych od 0,1), przy bardzo gesto rozmieszczonych weztach btad ponow-
nie wzrastal — zwigkszata si¢ doktadno$¢ przyblizenia poczatkowego odcinku krzywej, ale
znacznie bardziej zwigkszat si¢ btad na koncowym fragmencie (co jest widoczne na rys. 7).



4.Dopasowanie krzywej dla kobiet

Dla ,,oryginalnych” parametrow modelu blad dopasowania wynosi 6,291%. Wyrazne nie-
dopasowanie jest widoczne na srodkowym i koncowym odcinku krzywych (rys. 2).
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Rysunek 2. Teoretyczna krzywa przezycia dla modelu z A =2,5 i C = 196 (kolor czarny)
oraz rzeczywista krzywa przezycia dla kobiet (kolor czerwony).

Wyestymowane zostaly nastgpujace parametry: 4 =11 C = 81. Otrzymany blad wyniost
3,1388% (rys. 3).

Dzigki estymacji parametrow udalo si¢ zmniejszy¢ btad dopasowania krzywych do
ok. 3%. Na sporym odcinku réznice wciaz sa jednak do$¢ znaczne (réznica prawdopo-
dobienstw dozycia wynosi czasem prawie 0.1). W modelu widoczny jest gwaltowny spadek
prawdopodobienstwa dozycia po przekroczeniu wieku 65 lat. W rzeczywistosci nastgpuje on
ok. 10 lat pdzniej — wezesniej prawdopodobienstwo to maleje wyraznie juz od wieku 30 lat,
ale nie az tak gwattownie. Natomiast w modelu do wieku 60 lat nie nastgpuje praktycznie
zaden spadek. Wynika to z postaci przyj¢tego modelu — przy zadanych parametrach zgon
powinien nastapi¢ przecigtnie koto 81. roku zycia (wynik rzeczywisty: 77,7), ale odchylenia
od $redniej sa duzo mniejsze niz w rzeczywistosci, poniewaz trudno by, przy intensywnosci
pojawiania si¢ pomylek podczas podziatu komoérek réwnej 1 na rok, osiagnigte zostato
w ciagu 30-40 lat 81 btedow w na tyle licznym odsetku przebiegéw procesu, by wyraznie
wplywat on na oszacowane prawdopodobienstwo.

Unormowany histogram przedstawiajacy rozktad dtugosci zycia w analizowanym modelu
wskazuje na rozklad normalny (rys. 4). Odchylenie standardowe wyniosto 8,7, a $redni
wiek — 81. Wobec tego zgodnie z reguta trzech sigm ponad 95% obserwacji (czyli momentdéw
zgonu) miesci si¢ w przedziale [54,9; 107,1]. Poza tym przedzialem nie nastgpuje juz na tyle
duza ilo$¢ zgonow, by miato to istotny wptyw na ksztalt krzywej przezycia. W rzeczywisto$ci
odchylenie standardowe jest znacznie wigksze (ok. 15), a rozklad jest wyraznie lewostronnie
asymetryczny, gdyz model przewiduje jako jedyna przyczyng $mierci przekroczenie
krytycznej liczby blednych komorek (co nastgpuje dos¢ pdzno i gwaltownie zarazem), nie
biorac pod uwagg roznego rodzaju ,,wypadkow losowych”, ktore moga si¢ przytrafi¢ w zyciu
duzo wczesniej, w tym podwyzszonego ryzyka $mierci noworodkéw (obrazuje to histogram
rozktadu rzeczywistego na rys. 5).
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Rysunek 3. Teoretyczna krzywa przezycia dla modelu z A =11 C = 81 (kolor czarny)
oraz rzeczywista krzywa przezycia dla kobiet (kolor czerwony).
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Rysunek 4. Unormowany histogram dtugosci zycia dla modeluzA=11C = 81.
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Rysunek 5. Unormowany histogram rzeczywistej dtugosci zycia dla kobiet.



5.Dopasowanie krzywej dla mezczyzn

Dla ,,oryginalnych” parametrow modelu btad dopasowania wynosi 9,5358%. Bardzo duze
niedopasowanie jest widoczne na srodkowym odcinku krzywych (rys. 6).
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Rysunek 6. Teoretyczna krzywa przezycia dla modelu z A =2,5 i C = 196 (kolor czarny)
oraz rzeczywista krzywa przezycia dla mgzczyzn (kolor niebieski).

Rzeczywista krzywa przezycia dla megzczyzn zaczyna male¢ szybciej 1 bardziej
gwattowniej niz kobieca. Wiaze si¢ to m.in. z wykonywaniem przez me¢zczyzn pewnych
zarezerwowanych dla nich (lub przez nich zdominowanych) zawodéw o wyzszym stopniu
ryzyka oraz wigkszej eksploatacji organizmu — takich jak np. zawdd gornika czy Zohierza.
Dlatego dopasowanie do znacznie pdzniej malejacej krzywej z ,,oryginalnego” modelu jest tu
duzo gorsze — blad sigga prawie 10%. Aczkolwiek zauwazalne jest lepsze dopasowanie dla
wyzszego wieku.

Wyestymowane zostaly nastgpujace parametry: 4 = 0,19 i C = 14. Otrzymany btad
wyniost 3,6898% (rys. 7).

Rysunek 7. Teoretyczna krzywa przezycia dla modelu z A = 0,19 i C = 14 (kolor czarny)
oraz rzeczywista krzywa przezycia dla mezczyzn (kolor niebieski).



W tym przypadku roéwniez po estymacji udato si¢ zmniejszy¢ btad dopasowania. Dla obu
krzywych warto$¢ przecigtna jest zblizona. Wyraznie wida¢ jednak roznice w ksztatcie
krzywych w pordwnaniu z przypadkiem szacowanym dla kobiet. Zmniejszenie btedu ponizej
4% wymagato poprawienia doktadnosci na poczatkowym i $Srodkowym odcinku krzywe;j.
Spowodowato to jednak zwigkszenie si¢ bledow w jej koncowym fragmencie. Generalnie
jednak niedopasowanie okazato si¢ mniejsze.
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Rysunek 8. Unormowany histogram dtugosci zycia dla modeluz 1= 0,191 C = 14.
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Rysunek 9. Unormowany histogram rzeczywistej dtugosci zycia dla kobiet.

Przecigtna dlugo$¢ zycia wg modelu wyniosta 73,8 (warto$¢ rzeczywista: 69,3),
a odchylenie standardowe 19,2 (warto$¢ rzeczywista: 17). Zaobserwowa¢ mozna, Ze rozpro-
szenie wartosci wieku zgonu jest bardziej zblizone niz w modelu dla kobiet. ROwnoczesnie
jednak zwigksza si¢ nieco rdznica w Srednich dlugosciach zycia, a kierunek asymetrii
rozktadow jest przeciwny (rys. 81 9).



6.Wnioski koncowe

Mimo iz udaje si¢ otrzymac dos¢ niskie btedy dopasowan podczas estymacji parametréw
modelu, nie przybliza on zbyt dobrze rzeczywistych krzywych przezycia, poniewaz
poprawienie doktadnosci na jednym odcinku skutkuje utrata precyzji na innym.
Rozwiazaniem tego problemu moze by¢ zbudowanie modelu ztozonego z kilku modeli
czastkowych. Na przyktad — jeden przyblizatby poczatkowy fragment krzywej, inny $rod-
kowy, a jeszcze inny koncowy. W odniesieniu do teorii oznaczaloby to, iz intensywnos$¢
pomytek przy podziatach komdrek nie jest stala i/lub w réznych okresach Zzycia inna ilo$¢
takich blgdow moze spowodowac Smier¢.

W przyktadowym modelu ztozonym dla kobiet (rys. 10) otrzymany btad dopasowania
wyniost 1,4%, za$ intensywnos$¢ i krytyczna ilo§¢ pomytek dana byta odpowiednio funkcjami
A(t) 1 C(t) postaci:

0,065 dla0<t<59 7 dla0<r<59
A)=10,165 dla59<r<74 Ct)=115 dla59<r<74
1 dla75<¢<100 81 dla75<7<100
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Rysunek 10. Teoretyczna krzywa przezycia dla modelu z parametrami A(t) i C(t) (kolor czarny)
oraz rzeczywista krzywa przezycia dla kobiet (kolor czerony).

Podobnie, w przyktadowym modelu ztozonym dla mgzczyzn (rys. 11) btad dopasowania
wyniost 1,3%, za$ intensywnos$¢ i krytyczna ilo$¢ pomytek dana byta odpowiednio funkcjami
A(t) 1 C(t) postaci:

0,0675 dla0<t<59 6 dla0<t<59
A()=10,1825 dla59<t<74 C(t)=114 dla59<t<74
0,9075 dla75<t<100 68 dla75<¢<100



Rysunek 11. Teoretyczna krzywa przezycia dla modelu z parametrami A(t) i C(t) (kolor czarny)
oraz rzeczywista krzywa przezycia dla kobiet (kolor niebieski).

W modelu ztozonym widoczne jest o wiele lepsze dopasowanie krzywych niz w modelach
prostych — sumaryczny btad jest mniejszy 1 sklada si¢ z drobnych niedopasowan na
poszczegodlnych odcinkach. Uzyskane w ten sposob krzywe sa bardziej wiarygodne 1 dzigki
temu moga mie¢ szersze zastosowanie.



