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1. Pojecie fraktala

Fraktal (fac. fractus — ztamany, czastkowy) to zbidr punktéw odpowiedniej przestrzeni
euklidesowej (np. ptaszczyzny), dla ktorego dwie wielkosci matematyczne — wymiar
topologiczny 1 wymiar Hausdorffa — sa rézne. Dla fraktala mianowicie wymiar Hausdorffa nie
jest liczba catkowita.

Za jedna z cech charakterystycznych fraktala uwaza si¢ samopodobienstwo, to znaczy
podobienstwo fraktala do jego czgsci. Co wigceej, zbiory fraktalne moga by¢ samoafiniczne, tj.
czg$¢ zbioru moze by¢ odwzorowaniem cato$ci przez pewne przeksztatcenie afiniczne. Dla
figur samopodobnych mozna okresli¢ wielko§¢ zwana wymiarem samopodobienstwa.
Niektore fraktale cechuje nieskonczone samopodobienstwo — dowolnie maty fragment
ogladany w znacznym powigkszeniu przypomina caty fraktal.

Pojecie fraktala wprowadzit w 1975 Benoit Mandelbrot. Same konstrukcje tego typu, byly
znane juz wczesniej — np. w 1883 roku Georg Cantor zaproponowatl zbior nazwany pdzniej
jego imieniem. Jednakze to wtasnie Mandelbrot stworzyl spojna teori¢ opisujaca wszystkie
fraktale. Jako trzy charakterystyczne cechy fraktali wymienit — wspomniane juz wczesniej —
samopodobienstwo i niecatkowity wymiar oraz wyrazanie ich konstrukcji, nie za pomoca
wzoru matematycznego, lecz zaleznos$ci rekurencyjne;j.

2. Zbior Mandelbrota

2.1 Benoit Mandelbrot

Benoit B. Mandelbrot (ur. 20 listopada 1924, w Warszawie) — francuski
matematyk, pochodzenia polskiego.

W latach 1949-1957 mieszkat we Francji. Pracowat w Centre national de
la recherche scientifique w Paryzu, a nastgpnie na Uniwersytecie w Lille. Od
1957 roku pracowal w USA dla firmy IBM, mial zatem dostgp do
najnowoczesniejszych (na owe czasy) komputerow. Mandelbrot dotart do prac
dwoch francuskich matematykow: Gastona Julii i Pierre'a Fatou, ktorzy badali
zachowanie sig¢ iteracji pewnych funkcji zespolonych. Mandelbrot wykorzystat do tego celu
komputery. Uzyskane przez niego wykresy przerosty najsmielsze oczekiwania. Otrzymane
rysunki miaty fantastyczne ksztatty. Niezaleznie od powigkszenia ukazywaty coraz to nowe
szczegbly. Byly to fraktale.

Mandelbrot w 1993 r. zostal uhonorowany Nagroda Wolfa w fizyce, a w 2003 r. zostat
wyrdzniony prestizowa Nagroda Japonska.

2.2 Opis teoretyczny

Zbiér Mandelbrota (zwany tez czasami zukiem lub zuczkiem Mandelbrota) kontruowany jest
na plaszczyznie zespolonej.
Niech:

p=x+tyi,
z,=0,
—_ 2+
Z”+1—Z” p.

Zbi6r Mandelbrota tworza te punkty, dla ktorych zachodzi: limz, # o

n—o

(lub rownowaznie U |z, [<2).



2.3 Wizudlizacja

W wersji oryginalnej zbior punktéw nalezacych do zbioru Mandelbrota zaznacza si¢ kolorem
czarnym. W efekcie powstaje nastgpujacy obraz:

Jednakze ciekawe wizualne efekty uzyskuj¢ si¢ dzigki pewnym modyfikacjom tej reguly —
np. kolor danego punktu mozna uzalezni¢ od tego, jak wiele wyrazoéw ciagu z, znajduje sig
w kole o promieniu 2 (czyli od iloSci iteracji, po ktorej wyrazy ciagu opuszcza koto).
Dodatkowo, wykorzystujac mozliwosci programéw graficznych, nieraz zaprojektowanych
specjalnie do konstrukcji fraktali, mozna stworzy¢ imponujace obrazy. Ich autorzy czgsto
oferuja swoje prace w Internecie, co umozliwia amatorom tego typu sztuki, zdobycie swojego
ulubionego fraktala w znacznie bardziej namacalnej formie.

Oto kilka przyktadéw kolorystycznych modyfikacji Zuczka Mandelbrota:




Sampodobienstwo ujawniajace si¢ przy powigkszaniu kolejnych fragmentéw fraktala:




Zuczek (a whasciwie to, co z niego zostato) po grubo ponad 100 réznych przeksztatceniach
w programie graficznym:
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Fraktalne ,,fajerwerki”:




Kilka innych wariacji na temat zuka, wyrdznionych w konkursie Fractal-Art 2000 Contest:




2.4 Ciekawostki
Zbior Mandelbrota jest blisko zwigzany z inny fraktalem zwanym zbiorem Julii. Oto jeden
z jego nieskonczone;j ilosci wariantow:

Jego konstrukcja jest bardzo podobna do stynnego zuczka.
Niech:
p=x+yi,
Z() = p >
Z,g = ZZ +c.

Zbi6r Julii tworza te punktu, dla ktorych zachodzi: limz, # o

n — 00
(lub rownowaznie U |z, [<2).
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Parametr c jest tutaj liczba zespolona, od ktorej zalezy ksztatt zbioru Julii. Mozna teraz
zdefiniowa¢ Zzuczka Mandelbrota, w oparciu o zbior Julii — jest to zbior tych wszystkich
parametréw c, dla ktorych zbior Julii jest spojny. Stad zbior Mandelbrota okresla si¢ czasami
mianem mapy zbioréw Julii. Na bazie punktow lezacych blisko jego krawedzi mozna
stworzy¢ wyjatkowo pigkne fraktale.

3. Diagram Feigenbauma

3.1. Mitchell Feigenbaum

Mitchell J. Feigenbaum (ur. 19 grudnia 1944 r.) — amery-
kanski fizyk i matematyk, najwigksza popularno$¢ zawdzig-
cza matematyce 1 badaniu teorii chaosu — odkrycie nowej
statej matematycznej, pdzniej nazwanej jego nazwiskiem.

Syn polsko-ukrainskich emigrantow. Pomimo faktu, ze
zdawanie egzaminow przychodzito jemu z tatwoscia, to
jednak nie mogl odnalez¢ si¢ w szkotach Tilden High
| School, Brooklyn oraz City College w Nowym Jorku.
¥ W koncu rozpoczat studia w Massachusetts Institute of
Technology w 1964 roku. Chociaz rozpoczynat je na
kierunku inzynierii elektrycznej to zmienit kierunek na
fizyke, po czym w 1970 obronil doktorat na tym kierunku na
temat "thesis on dispersion relations".

Po krotkim pobycie na uniwersytecie w Cornell i w
Instytucie Politechniki w Wirgini, zaoferowano mu dtugoter-
minowy kontrakt w Los Alamos w badaniu turbulencji.
Chociaz Feigenbaum oraz grupa naukowcow, w ktorej
pracowal nie byla w stanie rozwikla¢ niesamowicie trudnej teorii turbulencji w cieczach, to
jego odkrycia zaprowadzily go do studiowania chaotycznej kartografii. Aktualnie (od 1986)
jest profesorem Toyoty na Uniwersytecie Rockefellera.

W 1975 Feigenbaum, wykorzystujac komputer HP-65, odkryt, ze wspolczynnik réznicy
pomigdzy kolejnymi przyblizeniami wartosci przy ktorych pojawia si¢ bifurkacja, oscyluje
okoto stalej liczby d=4,6692. Pokazat takze, ze takie samo zachowanie i ta sama stata pojawia
si¢ w szerokiej klasie matematycznych funkcji majacych silny zwiazek z chaosem. Stata
Feigenbauma pozwolila matematykom na pierwszy olbrzymi krok do odkrywania pozornie
trudnych ,,losowych” zachowan systemow chaotycznych. Ten ,,wspotczynnik konwergencji”
jest dzi$ znany pod nazwa stala Feigenbauma.

d=alb

W 1983 otrzymal nagrode MacArthur Fellowship. W 1986 zostal uhonorowany Nagroda
Wolfa w fizyce.



3.2 Opis teoretyczny

Logistyczny model populacji uwzglednia dwa zjawiska:

* rozmnazanie w tempie proporcjonalnym to aktualnej wielkos$ci populacji;

* wymieranie z glodu w tempie proporcjonalnym do réznicy pomiedzy pewna maksymalna
wielkoscia populacji, a biezacym jej rozmiarem.

Model ten mozna wyrazi¢ wzorem:
X, =1x,(1-x,),

gdzie:

x, — liczba z przedziatu od zera do jeden oznaczajaca rozmiar populacji w n-tym roku (dla

n=0 jest to stan poczatkowy);

r — dodatnia liczba oznaczajaca stosunek pomigdzy stopa wzrostu populacji (rozmnazanie), a

wymierania (z gtodu).

Zaleznie od wielko$ci parametru r, mozna zaobserwowac rézne zachowanie populacji:

e jezeli r nalezy do przedziatu od 0 do 1, populacja ulegnie catkowitemu wymarciu,
niezaleznie od jej poczatkowej liczebnosci (poniewaz osobniki szybciej umieraja z gtodu,
niz si¢ rozmnazaja);

e jezeli r znajduje si¢ pomiedzy 1 a 2, wielko$¢ populacji, niezaleznie od jej poczatkowego

rozmiaru, szybko ustabilizuje si¢ na wartosci —;
r

* jezeli r nalezy do przedziatu od 2 do 3, wielko$¢ populacji ustabilizuje si¢ na wartosci

r—l, niezaleznie od jej poczatkowego rozmiaru, ale wczesniej bedzie przez pewien czas
r

oscylowaé¢ wokotl niej (rzad zbieznosci wynosi 1 za wyjatkiem =3, dla ktérego jest

znacznie mniejszy);

* jezeli r znajduje si¢ pomigdzy 3 a 1+/6 wielko$é populacji bedzie stale oscylowaé
pomigdzy dwiema warto§ciami, ktore zaleza od r, ale sa niezalezne od poczatkowego
rozmiaru populacji;

e jezeli r znajdzie si¢ w przedziale od 1++/6 do okoto 3,54, sytuacja bedzie wygladata
analogicznie, jak w poprzednim przypadku, ale rozmiar populacji bgdzie tym razem
oscylowat pomiedzy 4 warto$ciami;

* wraz z dalszym (ale niewielkim) zwigkszaniem warto$ci » ponad warto$¢ ok. 3,54,
rozmiar populacji bedzie oscylowat wokol kolejno:8, 16, 32, itd. wartosci; dlugosé
przedziatow, na ktorych populacja przyjmuje jeden z kilku mozliwych rozmiaréw bedzie
si¢ szybko zmniejszal wraz ze wzrostem r; rdwnoczes$nie stosunek diugosci dwoch
kolejnych takich przedziatéw (poprzedni do nastepnego) bedzie zbiegat do stalej
Feigenbauma; zachowanie to wciaz nie zalezy od poczatkowego rozmiaru populacji;

* wickszo$¢ wartosci r przekraczajacych 3,57 powoduje chaotyczne zachowanie si¢
wielkos$ci populacji, jednakze w pewnych punktach — zwanych ,,wyspami stabilnosci” —
ponownie oscyluje ona wokoét kilku wartoéci; niewielka zmiana parametru $ pozwala
wyprowadzi¢ system ze stanu stabilnego do chaotycznego i1 vice versa; poczatkowa
wielko$¢ populacji réwniez nie ma wplywu na to zjawisko;

e dla >4 rozmiar populacji wychodzi poza przedziat [0,1] i1 jest rozbiezny dla prawie
wszystkich wartosci poczatkowych.



3.3 Wizudlizacja
Diagram bifurkacji Feigenbauma:
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Charakterystyczne ,,0kna” obrazujace obszar rozwidlen (bifurkacji) charakteryzuja si¢
samoodobienstwem. Jedno rozdwojenie, konczy si¢ dwoma nast¢pnymi, a tamte kolejnymi,
itd.:

2000

0.586
H b
2.000 -1 455
[ - [ -
2.000 05 0.250 1402 0.730
W
s ]
E‘_;'\_ ’:F-\.\__‘
AN /
kS
a3 .
A
i
0421 I
1402 C -1.364



,»Wyspa stabilnosci” i jej powigkszenie:
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W tym przypadku z chaosu wytaniaja si¢ 3 stany, ktore ulegaja dalszej bifurkacji, tworzac

ciag 3-, 6-, 12-, 24-stanowy, itd.
Po 1000-krotnym powigkszeniu srodkowego ,,0okna” w najwigkszej ,,wyspie stabilnosci”
otrzymujemy obraz tudzaco podobny do catego fraktala (dla pordwnania zamieszczony po

prawej stronie):
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3.4 Ciekawostki

Diagram Feigenbauma jest drzewem. Swoistym zbiegiem okoliczno$ci jest jego zwiazek
z nazwiskiem amerykanskiego uczonego — Feigenbaum po niemiecku oznacza w wolnym
tltumaczeniu drzewo figowe i czasami fraktal ten jest tak potocznie nazywany.

Zaobserwowano zwiazek pomigdzy diagramem Feigenbauma a zbiorem Mandelbrota.
Jezeli zrzutujemy charakterystyczne punkty pierwszego z fraktali (poczatek, koniec, miejsca
bifurkacji) na o§ symetrii zuczka, znajda si¢ one w rownie kluczowych miejscach dla tego
fraktala (poczatek, koniec, punkty rozpoczynajace kolejny samopodobny fragment).

]
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