Modelowanie stochastyczne i

Sprawozdanie 3

Paweé Cibis
#136008
24 maja 2006




1. Opis problemu

Na podstawie symulacji Monte Carlo procesu ryzyka nalezy zbada¢ zachowanie si¢
prawdopodobienstwa ruiny y(u,T) = P(info<t<T{Rt}<0) dla skonczonego horyzontu czasowego

T i1 zadanego kapitalu poczatkowego u. Rozwazany jest jednorodny i niejednorodny proces
Poissona oraz proces odnowy. Wysokos$¢ odszkodowan modelowana bedzie rozkladem
lognormalnym oraz Weibulla.

2.Wstep teoretyczny

2.1 Rozktad logarytmiczno-normainy

Jest to rozklad, ktory interpretuje si¢ nastgpujaco: jesli zmienna losowa X ma rozktad
normalny, wowczas zmienna losowa Y postaci:
Y=¢”
ma rozktad logarytmiczno-normalny. Parametrami tego rozktadu sa ¢ = E(X) oraz o = Var(X).
Funkcja gestosci tego rozktadu wyraza si¢ wzorem:

_ 1 _(In(y) -y
f0=— mexp( o ]

gdzie y> 0 oraz ¢ > 0.
Warto$¢ oczekiwana rozktadu logarytmiczno-normalnego wynosi:

2
E(Y)= exp[u+%j ,
natomiast wariancja:
Var(Y) = % (e”2 —1) )

Warto$¢ oczekiwana zmiennej X moze przyjmowac¢ dowolne wartosci, natomiast warto$¢
oczekiwana zmiennej Y jest liczba dodatnia.

Rozktad ten nadaje si¢ do modelowania wielkosci odszkodowan charakteryzujacych si¢
lewostronna sko$nos$cia i duza masa prawdopodobienstwa mieszczaca si¢ ponizej wartosci
$rednie;j.

Parametry rozkladu logarytmiczno-normalnego wyrazaja warto$¢ oczekiwang oraz
odchylenie standardowe zwiazanego z nim zaleznoscia logarytmiczng rozktadu normalnego.
W naszym modelu wygodniej jednak bedzie si¢ postugiwac jako parametrami odpowiednimi
wielko$ciami wlasnie dla rozktadu logarytmiczno-normalnego — pozwoli to doktadniej
»sterowa¢” przebiegiem procesu. Dlatego, aby uzalezni¢ u 1 ¢ od E(Y) oraz Var(Y),
rozwiazujemy ze wzgledu na u 1 o nastgpujacy uktad réwnan:

E(Y)=eXp(ﬂ+%2j

Var(Y) = 7 (e"2 - 1)

2

In(E(Y)) =u+%

b

In(Var(Y)) =24 +0* +In (e"Z —1)

W drugim réwnaniu powyzszego uktadu ostatni sktadnik prawej strony rownosci nie jest
liniowo separowalny, co uniemozliwia analityczne rozwiazanie ukladu. Jednakze dla duzych



x wartosci In(x) oraz In(x—1) sa sobie bliskie, mozna wigc skorzystaé z nast¢pujacego
przyblizenia:
ln(e”2 —1) = ln(eaz) =0’.
Stad tatwo otrzymujemy rozwiazanie zmodyfikowanego uktadu:
oo \/ In(Var(Y)) -2 In(E(Y))
3

0.2

H=In(EW) ==
Aby wyrazenie pod pierwiastkiem byto nieujemne, musi zachodzi¢ /Var(Y) 2 E(Y).

2.2 Rozkiad Weibulla
Jest to rozktad ciagly o funkcji gestosci postaci:

fk,a)=(k/a)(x/a) Ve ™"

gdzie x>0 oraz k>0 jest parametrem ksztaltu, a >0 to parametr skali.
Dystrybuanta zadana jest wzorem:
F(x;k,a)=1- e ,
gdzie oczywiscie rowniez x>0.
Warto$¢ oczekiwana rozktadu Weibulla wynosi:

E(X)=al (1 +lj,
k
natomiast wariancja:
Var(X)=a’T (1 +%) -E(X)*.

W tym przypadku dopasowanie obu parametrow rozkltadu do zadanej warto$ci
oczekiwanej 1 wariancji nie jest juz takie proste, ale dla ustalonego parametru £ i zadanej
wartosci oczekiwanej, tatwo wyprowadzi¢ wzér na a:

E(X)

Rozktad ten nalezy do kategorii rozkladéw wartosci ekstremalnych, stad w teorii aktu-
arialnej wykorzystywany jest do modelowania warto$ci szkod pochodzacych ze zdarzen
katastrofalnych.

2.3 Proces ryzyka
Niech (Q, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna oraz:
1) {N,}., bedzie procesem punktowym, tj. procesem stochastycznym o wartosciach

catkowitych z Ny = 0 p.w., Ny < o dla kazdego ¢t < o oraz z niemalejacymi
trajektoriami,
2) {X,},, bedzie niezaleznym ciagiem dodatnich i niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowym rozktadzie,
wtedy proces ryzyka {R }., definiujemy jako:

t=20



Nl
R =u+c(t)—ZXl. ,
i=1

gdzie: {N,}
zadan (ciag dodatnich i niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie o danej

Sredniej), u to nieujemna stata reprezentujaca kapitat poczatkowy firmy, a c(7) jest funkcja
sktadki.

0 to proces punktowy zglaszania zadan, {X,},_, to niezalezny ciag wielkosci

2.4 Jednorodny proces Poissona
Proces stochastyczny w czasie ciaglym {N,:#=0} nazywamy jednorodnym procesem
Poissona z intensywnoscia >0, jesli:

1) {N,} jest procesem punktowym, oraz

2) czasy oczekiwania sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie
wyktadniczym ze $rednig 1/ 4.

2.5 Niejednorodny proces Poissona

Proces ten mozna traktowac jako proces Poissona o zmiennej intensywnosci opisanej funkcja
deterministyczna A(f). Moze by¢ on stosowany w sytuacjach, gdy momenty pojawiania si¢
zadan zaleza od pory roku, czy dnia tygodnia. Jego przyrosty nie musza by¢ stacjonarne.

2.6 Proces odnowy

Jezeli czasy oczekiwania W; sa niezalezne i maja taki sam nieujemny rozktad, to definiuja one
proces odnowy. W takim razie jednorodny proces Poissona jest jego szczegdlnym
przypadkiem.

3.Uwarunkowania modelu

Model — tam, gdzie bedzie to mozliwe — zostanie dostosowany do danych rzeczywistych.
Case study wykonamy dla wynikéw finansowych z ,,Raportu rocznego 2004” TU Allianz
Polska S.A. Pozwoli to sprawdzi¢, jakim ryzykiem byl obarczony jeden z najpopularniejszych
ubezpieczycieli.

Suma sktadek za rok 2004 wyniosta 473,099 min PLN. Zaldézmy, ze ich wpltyw byl
rownomiernie roztozony w czasie. Jezeli przyjmiemy, ze rok ma 360 dni (do$¢ czgste
uproszczenie w obliczeniach finansowych), otrzymamy przeci¢tny dzienny przychdd ze
sktadek:

473,099
360

Suma odszkodowan i $wiadczen za rok 2004 wyniosta 285,597 min PLN. Jezeli
przyjmiemy, stala intensywnos$¢ procesu Poissona A = 1, to — przecigtnie rzecz biorac —
powinno nastapi¢ 360 wyptat w przyjetym okresie 360 dni, czyli jedna dziennie. Przecigtna
dzienna wyptata §wiadczen i odszkodowan wyniosta wigc:

285,597 _ 0,793325 mln PLN.
360

Za kapital poczatkowy przyjmijmy wielkos¢ srodkow wilasnych na pokrycie marginesu
wyplacalno$ci z poczatku 2004 r. rowna 116,849 min PLN.

W  pozostatych przypadkach parametry zostana dobrane tak, aby proces byt
ZrOwnowazony.

= 1,015789[M} .

dzien



4.Model jednorodnego procesu Poissona
4.1 Wielkosé¢ szkéd — rozktad logarytmiczno-normalny

Model oparty na logarytmiczno-normalnym rozktadzie wielko$ci jednorazowej wyplaty
charakteryzuje si¢ do$¢ monotonnymi przebiegami. Gdy odchylenie standardowe wynosi 1
(rys. 1), warto$¢ kapitalu systematycznie wzrasta, poniewaz brak jest wigkszych wyplat.
Zwigkszenie odchylenia standardowego do 24 powoduje, Zze czasem pojawiaja si¢ przebiegi
zawierajace szkody katastrofalne (lewa czgs$¢ rys. 2), ale robwnie czgsto wystgpuja przebiegi o
niskich rozmiarach szkéd (prawa czgsé rys. 2).
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Rys. 1. Przyktadowe przebiegi procesu o u=116,849, c(t)=1,015789 T=360, A=1, E(¥)=0,793325 i /Var(Y) =1.

130 280
120}/ 260 ]

! A P

| 7/ b/ ‘Ww’w
110} 240} ~

| Ty

| / v
100, 220}

oA /

! / fi

oof! Wb A 200 ) //M
/ [

! W " | N / /1“»/
80 / A / 180} Y

w AN / Y

/ J Jf /i /

| A N A / Ve

o8 T / 160} /
7oA W / A

L )/ N / /
6of J oo W 140} /

Iy /! /
501 v 1205/

Vv

40 . . . . . . . | 100 . . . . . . . |

0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400

wa

Rys. 2. Przyktadowe przebiegi procesu o #=116,849, c()=1,015789 T=360, A=1, E(Y¥)=0,7933251 \/Var(Y) =24.
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Rys. 3. 500 przebiegéw analizowanych proceséw o /Var(Y) =1 i [Var(Y) =24 oraz linie kwantylowe.



Do podobnych wnioskéw dochodzimy, analizujac wykresy (rys. 3) 500 przebiegéw wraz z
liniami kwantylowymi (bigkitny — kwantyl rzedu 0,5, zielony — 0,2 i 0,8, niebieski — 0,05 1
0,95, czerwony — 0,025 1 0,975).

W przypadku niskiego odchylenia standardowego dziennej wyptaty warto$¢ kapitatu
ubezpieczyciela pod koniec roku zawsze jest co najmniej rowna warto$ci z poczatku
badanego okresu, a spadki ponizej tej warto$ci sa w ciagu roku nieliczne i niewielkie.
Prawdopodobienstwo ruiny oczywiscie wynosi 0.

W drugim przypadku widoczne sa pojedyncze przebiegi o szkodach katastrofalnych. Sa
jednak na tyle nieliczne, ze prawdopodobienstwo ruiny wynosi jedyni 0,6%. Biorac pod
uwage rozmiar odchylenia standardowego (24) wyptaty w porownaniu do jej S$redniej
wysokosci (0,793325) oraz wielkosci zebranej dziennej sktadki (1,015789), mozna stwierdzié,
iz TU Allianz Polska S.A. byto przygotowane pod wzglgdem finansowym w roku 2004 nawet
na wystapienie kilku szkéd katastrofalnych.

4.2 Wielkos$é szkod - rozktad Weibulla

Gdy do modelowania wysokosci szkod zastosujemy rozktad Weibulla, otrzymamy podobne
przebiegi, jak w poprzednim przypadku. Przyjmujac parametr ksztattu & = 1, obserwujemy
systematyczny wzrost wartosci kapitalu, bez wigkszych spadkéw Odchylenie standardowe
wysokosci dziennej wyptaty wynosi 0,7933, a prawdopodobienstwo ruiny (na podstawie 500
symulacji) jest rowne zero.
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Rys. 4. Przyktadowe przebiegi procesu o u=116,849, ¢(t)=1,015789 7=360, A=1, E(Y)=0,793325 i k=1.
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Rys. 5. Przyktadowe przebiegi procesu o u=116,849, c(t)=1,015789 T=360, A=1, E(¥)=0,793325 i k=0,4.
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Rys. 6. 500 przebiegéw analizowanych proceséow o k=1 1 k=0,4 oraz linie kwantylowe.

Zmniejszenie parametru ksztattu do wartosci £=0,4, powoduje wyrazne zmiany. Co
prawda ogolna tendencja wzrostowa nie zmienia si¢, ale wyraznie stabnie 1 pojawiaja si¢ w
niektorych przebiegach szkody katastrofalne. Odchylenie standardowe wysokos$ci dziennych
odszkodowan wzrasta do 2,4917, a prawdopodobienstwo ruiny wynosi 0,2%. Jest to dobry
wynik. Paradoksalnie moze nawet lepszy od poprzedniego, gdyz tak zdecydowany wzrost
kapitatu w czasie jak w lewej czg$ci rys. 6 moze oznaczaé, ze cena polisy zostata ustanowiona
na zbyt wysokim poziomie 1 $wiadomi tego konkurenci z pewnoscia taka sytuacje
wykorzystaja. Dlatego raczej drugi model jest blizszy rzeczywistosci. Niezaleznie od tego,
otrzymane wyniki potwierdzaja wczesniejsze wnioski o dobrej sytuacji finansowej firmy.

S.Model niejednorodnego procesu Poissona

Aby nieco urozmaici¢ sytuacj¢, w modelu dla niejednorodnego procesu Poissona, zmody-
fikujemy parametry. Warto$¢ oczekiwana dziennego odszkodowania wzrosnie do E(Y) = 2,
a kapitat poczatkowy obnizymy do u = 8§0.

Do modelowania tego procesu postuzymy si¢ si¢ metoda Thinning. Wymaga ona
przyjecia pewnej statej A spetniajacej nierownosé A(f) <A . Poniewaz A(f) =1+sin(27m)
tatwo zauwazy¢, iz najmniejsza wartoscia parametru A spehiajaca te zalezno$é dla kazdego ¢
jest A =2 i taka wlasnie warto$¢ przyjmiemy w dalszych rozwazaniach.

5.1 Wielko$¢ szkéd — rozkiad logarytmiczno-normainy

Otrzymane w tym przypadku przebiegi charakteryzuja si¢ wystgpowaniem okresow w
ktorych dominuja spadki oraz okresoéw o przewadze wzrostu wartosci kapitatu. Wielkos¢
spadkéw zalezy od odchylenia standardowego, co dobrze obrazuja wykresy kwantylowe
(rys. 9). Generalnie proces jest zrbwnowazony, zdarzaja si¢ jednak przebiegi konczace sig
mocno powyzej lub znacznie ponizej wartosci poczatkowej. Gdy zwigkszymy odchylenie
standardowe dziennego odszkodowania z 3 do 10, pojawiaja si¢ pojedyncze przebiegi o
szkodach katastrofalnych. Takze inne przebiegi znajdujace si¢ ponizej przecigtnej, przyjmuja
nizsze wartosci, niz w przypadku z mniejszym odchyleniem. Swiadczy o tym obnizenie sig
linii kwantylowych dla nizszych rzedow, przy braku wigkszych zmian dla kwanyli wyzszych
rzedow. Roznice te objawiaja si¢ takze w prawdopodobienstwie ruiny — w pierwszym
przypadku wynosi ono 0,8%, w drugim wzrasta ponad dziesigciokrotnie do 9,4% — ta
wielko$¢ jest juz niepokojaca.
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Rys. 7. Przyktadowe przebiegi procesu o =80, ¢(t)=1,015789 T=360, 1 =2, E(Y)=21i Var(Y) =3.
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Rys. 8. Przyktadowe przebiegi procesu o #=80, ¢(t)=1,015789 T=360, A =2, EY) =21 (Var(Y)=10.
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Rys. 9. 500 przebiegéw analizowanych proceséw o ./Var(Y) =3 i [Var(Y) =10 oraz linie kwantylowe.

5.2 Wielko$é szkéd - rozkiad Weibulla

Dla niejednorodnego procesu Poissona z wysokosciami odszkodowan o roztadzie Weibulla
tak dobrano parametr ksztattu tego rozkladu, by otrzymacé proces zréwnowazony. Udato sig to
dla £ = 1. Odchylenie standardowe wyniosto wtedy 2. Przebiegi charakteryzuja sig
wystepowaniem pojedynczych duzych szkdd. Sa one jednak na tyle rzadkie, ze zdecydowana
wigkszos$¢ przebiegdw znajduje si¢ powyzej zera i prawdopodobienstwo ruiny jest male —
wynosi 2,8%.



150 -

140}

130+

120+

110+

100 -

or
i
so! W
/"
\
70 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 40 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400
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Rys. 12. 500 przebiegow analizowanych procesow o k=1 1 k=0,5 oraz linie kwantylowe.

Zmniejszenie parametru ksztattu do wartosci £ = 0,5, powoduje wzrost odchylenia stan-
dardowego (do 4,4721) i znaczne zwigkszenie si¢ prawdopodobienstwa ruiny — tym razem
wynosi ono 17,8%, czyli ponad 6 razy wigcej. Czgsto wystepuja duze szkody. Na wykresie
kwantylowym (po prawej stronie rys. 12) widoczne sa przebiegi znajdujace si¢ znacznie
ponizej dolnych kwantyli. Nie ma za§ przebiegow wykraczajacych w podobnym stopniu
ponad goérne kwantyle (co miato miejsce chociazby dla k= 1).



6.Model odnowy

W modelu odnowy czasy oczekiwania nie musza mie¢ rozktadu wyktadniczego. Dlatego w
analizowanym przypadku czas ten bedzie okreslony zmienna losowa |X|, gdzie X ma rozktad

NG.4).
6.1 Wielkos¢ szkéd — rozkiad logarytmiczno-normalny
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Rys. 13. Przyktadowe przebiegi procesu o u=80, c(t)=1,015789 T=360, u=3, o=4, E(Y)=4 1/Var(Y) =5.
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Rys. 14. Przyktadowe przebiegi procesu o u=80, c(t)=1,015789 =360, u=3, 0=4, E(Y)=4 i \/Var(Y) =10.
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Rys. 15. 500 przebiegdéw analizowanych proceséw o /Var(Y) =5 1. Var(Y) =10oraz linie kwantylowe.
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Przyjmujemy warto$¢ oczekiwang dziennych odszkodowan réwna 4, a odchylenie
standardowe w pierwszym wariancje 5 oraz 10 w drugim. Skoro przecigtny czas oczekiwania
wynosi 3 (czyli wyplaty powinny pojawiac si¢ 3 razy rzadziej niz w jednorodnym procesie
Poissona), a odchylenie standardowe rowne jest 4, nalezy si¢ spodziewaé zarowno okresOw o
jednostajnym wzroscie kapitatu (duzy czas oczekiwania), jak i o licznych (by¢ moze i
powaznych) spadkach (kilka krotkich czasow oczekiwania pod rzad). Sytuacje takie mozna
zauwazy¢ w przyktadowych przebiegach na rys. 13 1 14.

Wykresy kwantylowe (rys. 15) pokazuja, Ze proces jest zrownowazony. Dobrze widoczny
jest wptyw odchylenia standardowego dziennej wyptaty — rozrzut warto$ci jest wyraznie
wigkszy przy wigkszej wariancji. Przejawia si¢ to rowniez w roéznych wartosciach
prawdopodobienstwa ruiny — przy mniejszym odchyleniu (rownym 5) wynosi ono 1,4%, a
przy dwukrotnie wigkszym 4,6%.

6.2 Wielkosé szkod - rozkiad Weibulla

W ostatnim modelu dokonamy lekkiej modyfikacji — tym razem nie bedziemy postugiwac sig,

jak poprzednio, wartoscia oczekiwana dziennej wyptaty odszkodowan, lecz parametrem skali
a. Natomiast parametr ksztattu k bedzie stale rowny 1.

Gdy a=1 proces jest zrownowazony. Pojawiaja si¢ dos¢ duze wartosci odszkodowan, co
jest charakterystyczne dla rozkladu Weibulla, gdyz jest wykorzystywany w teorii warto$ci
ekstremalnej. Widoczne tez sa zgrupowania oraz dluzsze przerwy w momentach wypltat,
wynikajace z przyjetych parametrow rozktadu normalnego.
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Rys. 16. Przyktadowe przebiegi procesu o u=80, c(t)=1,015789 T=360, u=3, =4, a=4 1 k=1.
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Rys. 17. Przyktadowe przebiegi procesu o u=80, c(t)=1,015789 T=360, u=3, =4, a=51k=1.
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Rys. 18. 500 przebiegoéw analizowanych procesow o a=1 i a=5 oraz linie kwantylowe.

Zwigkszenie parametru skali objawia si¢ sporym wzrostem prawdopodobienstwa ruiny — z
7,2% do 57,6%. Przyczyniaja si¢ do tego znacznie wigksze warto$ci zmiennej losowe]
odpowiadajacej za wysokos¢ odszkodowan. Pojawiaja si¢ przebiegi o do$¢ znacznej liczbie
szkoéd katastrofalnych, co widoczne jest szczegdlnie w prawej czesci rys. 17 (moze nie
wyglada to przekonujaco na pierwszy rzut oka, ale wystarczy porownac skale na osi y z
sasiednimi rysunkami).

7 .Whnioski

Symulacje przeprowadzone na danych rzeczywistych przy doborze sensownej wielkos$ci
parametréw, wykazaty, ze towarzystwa ubezpieczeniowe maja dobra sytuacje finansowa i sa
przygotowane na pojawienie si¢ strat katastrofalnych. Dodatkowo nalezy pamigta¢ o tym, ze
przy wysokim prawdopodobienstwie poniesienia duzych strat facznych (szczegolnie, gdy
ubezpiecza si¢ jeden lub kilka duzych i1 ryzykownych podmiotdéw), portfel jest reasekurowany
(lub koasekurowany), co pozwala roztozy¢ obciazenia finansowe pomigedzy kilku ubezpie-
czycieli 1 zmniejsza prawdopodobienstwo ruiny.

Analiza procesow opartych na dowolnie przyjetych danych pokazuje, ze, aby modelowac
proces ryzyka, nalezy najpierw dobrze oszacowal jego parametry, gdyz czasem nawet
niewielkie roznice moga znacznie wplywa¢ na uzyskiwane wyniki. Dobrze obrazuja to
rysunki 19. 1 20. Niewielkie zmiany parametru a na przedziale od 2 do 3, powoduja
gwaltowny wzrost prawdopodobienstwa ruiny, praktycznie niezaleznie od wartosci parametru
k. Wida¢ tez, jak waski jest przedzial parametru a, dla ktérego uzyskujemy satysfakcjonujace
prawdopodobienstwa ruiny oraz istotny wplyw parametru ksztattu na uzyskiwane wyniki
jedynie przy niskich jego wartosciach.

Niestety, z powodu niedostatecznej mocy obliczeniowej komputera, udato mi sig
przeprowadzi¢ takie symulacje tylko dla 2 z 6 analizowanych przypadkow.
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Rys. 19. Zalezno$¢ prawdopodobienstwa ruiny od wartosci parametrow skali i ksztaltu rozktadu Weibulla
w jednorodnym procesie Poissona dla 100 przebiegéw o parametrach u=116,849, c(t)=1,015789 7=360, A=1.

Rys. 20. Zalezno$¢ prawdopodobienstwa ruiny od wartosci parametrow skali i ksztaltu rozktadu Weibulla
w niejednorodnym procesie Poissona dla 100 przebiegéw o parametrach =80, ¢(t)=1,015789 7=360, 1 =2.
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